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PRÉFACE. 


Ce  petit  Livre  a  été  rédigé  d'après  des  Leçons  faites  à 
l'École  Normale  pendant  l'année  scolaire  1897-1898  ('  ). 
Ces  Leçons  s'adressaient  aux  élèves  de  seconde  année,  c'est- 
à-dire  à  des  jeunes  gens  dont  les  connaissances  en  Analyse 
sont  généralement  peu  étendues,  mais  solides;  la  [plupart 
d'entre  eux  ne  connaissent  que  le  programme  de  la  Licence  (  -  ) , 
mais  presque  tous  le  possèdent  bien.  Il  est  dès  lors  possible, 
après  avoir  choisi  un  sujet  bien  délimité,  d'aller  assez  vite 
et  d'arriver  en  peu  de  leçons  à  approcher,  au  moins  sur  cer- 
tains points,  des  limites  actuelles  de  la  science.  On  montre 
ainsi,  sur  un  exemple  particulier  tout  au  moins,  quelle  est  la 
nature  des  méthodes  employées  dans  la  recherche  mathé- 
matique et  quelle  est  la  forme  sous  laquelle  se  posent  les  pro- 
blèmes qui  restent  à  résoudre. 

Cette  conception  de  l'enseignement  me  conduit  à  publier 
sur  la  Théorie  des  fonctions  une  série  de  petits  livres,  dont 
voici  le  second  et  qui  seront,  en  principe,  complètement 
indépendants  les  uns  des  autres.  J'entends  par  là  que  chacun 
d'eux  pourra  être  lu  par  un  lecteur  pourvu  seulement  des 
connaissances  générales  que  je  rappelais  il  y  a  un  instant. 
Mais  j'espère  que  l'ensemble  de  ces  livres  pourra  néanmoins 


('  )  Je  dois  remercier  deux  de  mes  élèves,  MM.  Dubesset  et  Genty,  dont  les  notes 
m'ont  été  fort  utiles  pour  cette  rédaction. 

(-)  En  ce  qui  concerne  la  théorie  des  fonctions,  qui  nous  occupe  surtout  ici, 
ce  programme  correspond  à  peu  près  aux  parties  de  cette  théorie  développées 
dans  le  Cours  autographié  de  M.  Ilermite. 


VI  PRKPACK. 

être  considéré  comme  formant  un  tout,  car  ils  seront  écrits 
dans  le  même  esprit  et  inspirés  par  les  mêmes  idées  direc- 
trices. 

Je  dirai  peu  de  chose  sur  le  sujet  même  de  ce  Livre; 
l'Index  placé  ci-contre  montre  comment  on  peut  marquer 
par  quelques  noms  les  progrès  successifs  faits  depuis  une 
vingtaine  d'années  dans  la  théorie  des  fonctions  entières  :  je 
suis  ainsi  dispensé  d'écrire  un  historique. 

J'ai  rejeté  dans  des  Notes  quelques  développements  d'une 
nature  moins  élémentaire  que  ceux  du  texte  et  aussi  certaines 
considérations,  en  partie  nouvelles,  que  j'ai  dû  me  contenter 
d'esquisser  brièvement,  car  leur  champ  d'application  me 
paraît  dépasser  notablement  les  limites  de  la  théorie  qui  est 
l'objet  propre  de  ce  Livre. 
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FONCTIONS  ENTIÈRES. 


CHAPITRE  I. 


LE    THEOREME    FONDAMENTAL    DE    WE  I  E  RSTR  ASS. 


Généralités  sur   les  fonctions  entières. 

On  appelle  fonction  entière  une  fonction  analytique  n'admet- 
tant aucune  singularité  à  distance  finie  (*).  Une  telle  fonction  est 
caractérisée  par  le  fait  que  son  développement  taylorien  a  un 
rayon  de  convergence  infini.  L'étude  des  fonctions  entières  peut 
ainsi  être  considérée  comme  une  introduction  à  l'étude  générale 
des  fonctions  définies  par  un  développement  de  Taylor. 

En  réalité,  une  ^tude  tant  soit  peu  approfondie  de  ces  diverses 
questions  montre  vite  que  les  difficultés  réelles  y  sont  les  mêmes 
et  sont  très  grandes.  Néanmoins,  certains  problèmes,  bien  particu- 
liers sans  doute,  mais  dont  la  solution  peut  rendre  de  très  grands 
services  dans  les  applications,  se  traitent  plus  aisément  sur  les 
fonctions  entières.  11  est  donc  assez  naturel  de  les  étudier  tout 
d'abord,  avant  de  s'occuper  des  fonctions  analytiques  les  plus  gé- 
nérales. 

Etant  donnée  une  fonction  entière 

(i)  ¥{z)  =  açi-+-  Uiz  -^a^z^-^. . .+  a,nZ"^-^. . ., 


(')  Certains  auteurs  emploient  la  locution  yorac^ton  transcendante  entière,  ré- 
servant l'expression  de  fonction  entière  pour  désigner  les  polynômes.  Mais  ce 
dernier  mot  est  assez  clair  et  assez  communément  adopté,  pour  qu'il  nous  pa- 
raisse absolument  inutile  de  lui  créer  un  synonyme;  il  n'y  a  dès  lors  aucun 
inconvénient  à  dire  simplement  fonction  entière  au  lieu  de  fonction  trans- 
cendante entière. 


V 
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la  question  qui  se  pose  tout  d'abord  est  la  suivante  :  comment 
varie  F(^)  lorsque  z  se  déplace  dans  son  plan?  Si  l'on  savait  ré- 
soudre simplement  cette  question  pour  tous  les  déplacements 
possibles  de  -s,  on  pourrait  dire  que  l'on  connaît  parfaitement  la 
fonction  F(5).  C'est  ainsi  que  nous  connaissons  bien  les  fonc- 
tions e^,  cos;3,  sin^,  o-^  et  quelques  autres.  On  ne  peut  espérer 
arriver  à  étudier  aussi  complètement  une  fonction  entière  donnée 
par  un  développement  en  série  absolument  quelconque  tel  que  (i); 
l'étude  d'un  tel  développement  peut  conduire  néanmoins  à  d'im- 
portants résultats,  qui  seront  exposés  au  cours  de  ces  Leçons. 

La  première  proposition  générale  sur  le  développement  (i)  est 
due  à  Cauchy  :  elle  consiste  en  ce  que  F(^)  ne  peut  pas  rester 
fini  sans  se  réduire  à  une  constante.  Plus  généralement,  s'il 
existe  un  nombre  m  tel  que  (sauf  au  voisinage  de  ^=  o)  le  qviotient 

— ^ — -  soit  inférieur  en  module  à  un  nombre  fixe  M,  on  peut  affir- 
mer que  F(5)  se  réduit  à  un  polynôme  de  degi-é  m  au  plus. 
En  effet,  si  nous  divisons  les  deux  membres  de  l'égalité  (i)  par 
^m+q+i  Qi  s{  nous  intégrons  le  long  d'un  cercle  C  ayant  son 
centre  à  l'origine,  nous  obtenons 

rF(z)dz 

car  l'intéffrale  de  tous  les  autres  termes  du  second  membre  est 
nulle  le  long  d'un  contour  fermé.  Or,  la  longueur  du  contour 
d'intégration  est  stiR,  si  l'on  désigne  par  R  le  rajon  du  cercle  C; 
comme  le  module  de  F(^)  est  inférieur  à  MR'",   on   en  conclut 

2Tr  M 
que  le  module  du  premier  membre  est  inférieur  à  et,    par 

suite,  que  l'on  a,  quel  que  soit  R, 

M 

I   a,n+q  I   <    p^  • 

Il  en  résulte  am+q  =  o,  pour  toute  valeur  positive  de  q. 

c.    Q.   F.    D. 

On  peut,  comme  l'a  montré  M.  Hadamard  ('),  obtenir  par  une 


(')  Comptes  rendus,  t.  CIV,  p.  io53. 
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méthode  analogue  un  résultat  plus  complet.  Posons 

z  ^=  r  (ces  6  -i-  t  sin  6  ), 

F(^)  =  P(r,e)-i-.Q(r,0); 
nous  aurons,  en  séparant  le  réel  de  l'imaginaire, 

PC/-,  8)  =  ao-+-(aicos6  — 3,  sin9)r-t-... 

-+-  {a,n  cos77iO  —  ^„i  sinmO)  /-"'-h. . .. 

On  en  conclut,  par  un  procédé  connu  ('), 

I     P(/-,8)o?e, 

0 

■Kr'"a,n=       f       P(/-;  6)  cos/n6  «?6,  niy^o, 

T.r'"P„i  —  —f       P{r,%)  sinmB  M,  m^o. 

Les  deux  dernières  égalités  donnent  d'ailleurs,  en  remarquant 

que  a,„  -f-  f  {â^j  ^  a^,  cos  m  0  —  «  sin  m  0  =  e~"«^, 

^27t 

Ti  r"'  a,n=   \       P  (  r,  6  )  e-"«6  <i6. 
On  en  conclut,  le  module  du  facteur  e~""^  étant  égal  à  l'unité, 

J^2U 
'       |P(r,  0)1^0. 
.     0 

Les  relations  (2)  et  (3)  donnent  enfin,  par  addition  et  soustrac- 
tion, 

f        [1P(/-,  G)|^P(r,  e)]rfO, 
0 


'0 

,2TC 


-t/'-l^ml-^Ttao^  /        [|P(r,  0)1— P(>,  0)]û?0. 

Considérons,  par  exemple,  la  première  de  ces  deux  inégalités  ;  la 
quantité  à  intégrer  est  visiblement  nulle  lorsque  P  est  négatif,  et 


(')  Ce  procédé,  devenu  classique  depuis  les  travaux  de  Fourier  sur  les  séries 
trigonométriques,  consiste  à  intégrer  entre  o  et  air  les  deux  membres  de  l'éga- 
lité (i),  multipliée  successivement  par  i,  cosO,  sinO,  ...,  cos/n6,  sinm6,  .... 
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égale  à  2  P  lorsque  P  est  positif.  Si  donc  nous  désignons  par  A(r) 
le  maximum  des  valeurs  positives  de  P(r,  9)  lorsque,  r  étant  con- 
stant, 0  varie  de  o  à  27t,  nous  avons 

(4)  TC/""  I  a„î  1 -4- 2'7raoS4Tr  A(r). 

De  même,  en  désignant  par  B(r)  le  maximum  des  valeurs  posi- 
tives de  —  P(r,  8)  pour  r  constant  et  ô  variable,  la  seconde  des 
inégalités  donnera 

(5)  7rr"^|a,„  !  — 2Tiaol4T^B(/-). 

Les  inégalités  (4)  et  (5)  nOus  seront  fort  utiles  dans  la  suite. 
Pour  le  moment,  nous  voulons  simplement  attirer  l'attention  sur 
ce  fait  que  le  second  membre  de  (4),  par  exemple,  ne  dépend  que 
des  valeurs  positives  de  la  partie  réelle  de  F(^).  Si  donc  on  sup- 
pose que  la  partie  réelle  de  F (5)  soit  toujours  algébriquement 
inférieure  (*)  à  M/-^,  /•  désignant  le  module  de  ^,  M  et  ^  des 
nombres  positifs  fixes,  on  en  conclura  que  cijn  est  nul  pour  ?n';>q, 
c'est-à-dire  que  F(^)  se  réduit  à  un  poljnome.  Ainsi,  lorsque 
F(j3)  n'est  pas  un  polynôme,  on  peut  affirmer,  non  seulement  que 
son  module  dépasse  tout  nombre  assignable,  mais  encore  que  sa 
partie  réelle  P(/',  B)  [et  naturellement  aussi  Q(r,  0)]  prend  des 
valeurs,  soit  positives,  soit  négatives,  supérieures  en  valeur  ab- 
solue à  tout  nombre  donné,  et  même  à  M.i^^,  quels  que  soient  les 
nombres  fixes  M  et  q. 

Dans  l'ordre  d'idées  où  nous  nous  trouvons  en  ce  moment, 
nous  devons  signaler  un  important  théorème  de  Weierstrass, 
que  nous  nous  contenterons  de  rappeler  brièvement,  car  nous  n'en 
aurons  pas  besoin  et  nous  allons  obtenir  dans  un  instant  un  résul- 
tat plus  complet,  mais,  il  est  vrai,  moins  aisé  à  démontrer.  Cette 
proposition  est  la  suivante  :  Dans  le  voisinage  d'un  point  singu- 
lier essentiel,  une  fonction  uniforme  peut  approcher  autant  que 
l'on  veut  de  toute  valeur  donnée.  En  particulier,  une  fonction 
entière  ¥{z)  peut  devenir  aussi  voisine  que  l'on  veut  d'un  nombre 
quelconque  a  donné  à  l'avance  (2). 


(')  Elle  peut  ainsi  avoir  des  valeurs  négatives  très  grandes  en  valeur  absolue; 
on  ne  suppose  rien  à  leur  égard. 

(^)  La  démonstration  est  fondée  sur  la  considération  de  la  fonction  — 


¥{z)~a 
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L'étude  de  ce  théorème  de  Weierstrass  a  conduit  M.  Picard  à 
se  poser  la  question  suivante  :  l'équation 

F(^)  =  a 

a-l-elle  effectivement  des  racines,  quel  que  soit  a?  Le  dernier 
Chapitre  de  ces  Leçons  est  consacré  à  l'étude  détaillée  de  cette 
question,  et  de  questions  qui  s'y  rattachent;  mais  il  n'est  pas  sans 
intérêt  d'indiquer  dès  maintenant  un  résultat  important  obtenu 
par  M.  Picard  dès  1880  (V). 

Considérons    d'abord   une   fonction     entière    F(^)    telle    que 

l'équation 

F{z)  =  o 

n'ait  pas  de  racines,  et  posons 

G{z)=\oëP{z). 

La  (onction  G{z)  est  manifestement  régulière  en  tout  point  du 
plan,  puisque  F(^)  n'est  jamais  nul  ni  infini;  c'est  donc  une  fonc- 
tion entière  ;  on  a  ainsi 

F(^)  =  eG(=); 

telle  est  la  forme  d'une  fonction  entière  qui  n'a  pas  de  zéros  (2). 
Considérons  maintenant  une  fonction  entière  F  (5)  4,elle  que 

les  équations 

F(^)=o, 

F(z)  =  i, 

n'aient  pas  de  racines  (=*),  et  désignons  par  Tn(^)  la  fonction  mo- 
dulaixe,  c'est-à-dire  la  fonction  qui  exprime  au  moyen  du  module 


qui,  si  elle  ne  devient  pas  une  infinité  de  fois  infinie,  est  visiblement  égale  au 
quotient  d'une  fonction  entière  par  un  polynôme  et  peut  dépasser,  par  suite,  tout 
nombre  assignable. 

(  '  )  Annales  de  l'École  Normale,  1880  (S.  II,  T.  IX). 

(-)  Suivant  un  usage  assez  répandu,  nous  appelons  zéros  d'une  fonction  les 
racines  de  l'équation  obtenue  en  égalant  cette  fonction  à  zéro. 

(')  Si  l'on  a  une  fonction  F,(s)  telle  que  les  équations  F,(s)  =  a,  Fj(s)  =  b 
n'aient  pas  de  racines,  on  posera 


b  —  a 
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le  rapport  des  périodes  d'une  fonction  elliptique  (')  ;  on  sait  que 
la  fonction  ra(x)  n'admet  que  les  points  singuliers  o,  i,  oo;  et, 
d'autre  part,  que  le  coefficient  de  i  dans  ts(^x)  est  constamment 
de  même  signe;  on  peut,  par  exemple,  le  supposer  positif.  Dès 
lors,  considérons,  avec;  M.  Picard,  la  fonction  rn[F(s)];  ce  sera 
une  fonction  analytique  régulière  en  tout  point  à  distance  finie; 
c'est  donc  une  fonction  entière  (^).  D'après  une  remarque  faite  il 
y  a  un  instant,  cette  fonction  doit  se  réduire  à  une  constante, 
puisque  sa  partie  imaginaire  est  constamment  positive;  le  maxi- 
mum des  valeurs  négatives  de  —  Q('%  9)  est  ici  zéro.  Ainsi  se 
trouve  démontré  \e premier  théorème  de  M.  Picard:  Une  fonc- 
tion entière  F(;:;),  telle  que  les  équations 


(6) 


F(^)=a, 


n'aient  pas  de  racines,  se  réduit  nécessairement  à  une  con- 
stante. Nous  n'utiliserons  d'ailleurs  pas  ce  théorème  ;  nous  le 
retrouverons  par  une  voie  directe,  c'est-à-dire  sans  faire  appel  à 
la  théorie  des  fonctions  modulaires  ('').  Mais  nous  avons  tenu,  à 
cause  de  sa  brièveté  et  de  son  élégance,  à  rappeler  ici  la  démon- 
stration même  de  M.  Picard.  Rappelons  aussi  qu'avec  de  légères 
modifications  la  même  méthode  a  permis  à  M.  Picard  de  démon- 
trer que  si  les  équations  (6)  ont  toutes  deux  un  nombre  limité  de 
racines,  la  fonction  F(^)  se  réduit  à  un  polynôme.  Nous  généra- 
liserons plus  loin  ce  résultat  par  la  voie  directe. 

Une  dernière  remarque  relativement  aux  fonctions  entières  qui 
n'ont  pas  de  racines.  Nous  avons  vu  qu'elles  sont  nécessairement 
de  la  forme 


(')  On  pose,  par  exemple,  J  =   /  —  et  l'on   regarde  le  rap- 

.70     v/w(i —  ")  (i  —  ku) 
port  de  deux  périodes  primitives  de  cette  intégrale  comme  une  fonction  de  k. 

(^)  Ici,  comme  précédemment  pour  le  logarithme,  il  est  absolument  inutile  de 
démontrer  que  la  fonction  est  uniforme,  puisqu'elle  est  régulière  en  tout  point  z 
du  plan.  Le  cercle  de  convergence  du  développement  de  Taylor  de  cette  fonction 
a  donc  nécessairement  un  rayon  infini. 

(')  Voir  le  Chapitre  V  et  la  note  I. 
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G(z)  étant  une  fonction  entière  (ou  un  polynôme).  Si  G(z)  n'est 
pas  un  polynôme,  nous  savons  que  la  partie  réelle  de  G(z)  devient, 
quels  que  soient  M  et  q,  algébriquement  supérieur  à  M/'?,  /'  dési- 
gnant le  module  de  z.  Donc  le  module  de  F (5)  devient  supé- 
rieur à  e*'''  .  La  fonction  F(^)  prend  donc  des  valeurs  bien  plus 
grandes  que  dans  le  cas  où  G(z)  est  un  polynôme  de  degré  quel- 
conque, mais  déterminé.  Si,  comme  il  est  naturel,  et  cette  induc- 
tion sera  confirmée  par  tout  ce  qui  suit,  on  regarde  une  fonction 
entière  comme  d'autant  plus  simple  qu'elle  croît  moins  vite  avec  s, 
on  voit  que,  parmi  les  fonctions  entières  qui  n'ont  pas  de  zéros, 
la  plus  simple  ('  )  est  la  fonction  e^. 

On  voit  que  l'étude  approfondie  de  la  théorie  générale  des  zéros 
des  fonctions  entières  aurait  nécessairement  conduit  à  introduire 
la  fonction  exponentielle  et  à  lui  donner  une  place  distinguée  en 
Analyse,  si  elle  n'avait  déjà  occupé  cette  place  depuis  un  siècle. 
C'est  là  un  fait  très  fréquent  :  les  cas  particuliers  intéressants 
sont  plus  souvent  trouvés  sans  méthode  bien  définie  qu'à  l'aide 
des  théories  générales;  cela  ne  doit  pas  nous  empêcher  de  cul- 
tiver ces  dernières. 

Les  facteurs  primaires. 

On  sait  qu'un  polynôme  P(2)  de  degré  m  est  caractérisé  par  le 
fait  qu'il  a  m  zéros.  Si  l'on  donne  ces  m  zéros  :  a,,  Oj,  . ..,  a,,, 
(distincts  ou  non),  on  a,  en  désignant  par  A  une  constante, 

P(^)  =  A(-3  —  «i)  {z  —  a,_). .  .{z  —  a,n). 

Le  polynôme  est  ainsi  déterminé,  à  un  facteur  constant  près,  par 
la  connaissance  de  ses  zéros,  lesquels  pourraient  être  donnés 
arbitrairement  a  priori. 

Ces  remarques  bien  simples  ont-elles  des  analogues  dans  la 
théorie  des  fonctions  entières?  Le  but  de  ce  paragraphe  est  d'in- 
diquer la  réponse  donnée  par  Weierstrass  à  cette  question. 

Observons  d'abord  que,  dans  une  aire  finie,  une  fonction  en- 


(' )  Il  est  clair  que  l'on   pourrait  considérer  e"-  et  prendre  pour  a  des  valeurs 
de  plus  en  plus  petites;  mais  cela  n'a  aucun  intérêt. 
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tière  F(s)  possède  nécessairement  un  nombre  fini  de  zéros.  Car, 
si  les  zéros  n'étaient  pas  en  nombre  limité,  leur  ensemble  possé- 
derait nécessairement  un  point  limite  A,  c'est-à-dire  qu'il  y  aurait 
une  infinité  de  zéros  dans  un  cercle  aussi  petit  que  l'on  veut, 
ayant  son  centre  en  A.  Ce  résultat  est  en  contradiction  avec  l'hy- 
pothèse que  la  fonction  est  régulière  en  A. 

Les  zéros  de  F(^)  étant  en  nombre  limité  dans  toute  aire  finie, 
il  est  possible  de  les  supposer  rangés  d'après  l'ordre  de  grandeur 
de  leurs  modules  ;  si  plusieurs  ont  le  même  module,  on  pourra 
leur  donner  un  ordre  arbitraire.  Nous  désignerons  les  zéros  par 

(Xi ,       Cl2j        •  •  •  )       ^mt        •  •  •  î 

et  nous  poserons  |  am  \  =  f'm'i  nous  aurons,  par  hypothèse, 
(i)  r,S/-2S/'3<...<r,„S.... 

D'ailleurs,  les  zéros  ne  sont  pas  nécessairement  distincts;  mais 
les  zéros  multiples  figurent  dans  la  suite  des  a  un  nombre  de  fois 
égal  à  leur  degré  de  multiplicité;  on  peut  avoir  a^  =  a2  =  aa', 
a,  =  «5  ;  . .  .  ,  le  point  z  =  a^  est  alors  un  zéro  triple,  z  =  «/,  un 
zéro  double,  etc. 

Nous  supposerons  «(  ^  o:  si  la  fonction  donnée  s'annulait  pour 
5  =  o,  il  suffirait  de  mettre  en  facteur  une  puissance  de  z  pour 
être  ramené  au  cas  que  nous  traitons. 

Supposons  d'abord  que  la  série  à  termes  positifs 

T         T     ,  r     , 

'"i        '"2  r/,i 

soit  convergente  (').  Dans  ce  cas,  le  produit  infini 

n(.)=(.-i-)(.-^)...(.-A 


(')  Ce  cas  comprend  celui  où  les  zéros  sont  en  nombre  limité;  si  leur  nombre 
est  m,  la  série  (2)  se  réduit  à  une  somme  de  m  termes.  On  doit  alors  supposer 

que  A-„^+    est  infini  pour  q  =  i.,  2, Cette  hypothèse  s'accorde  bien  avec  ce  qui 

se  passe  pour  les  polynômes  ;  lorsqu'un  certain  nombre  de  racines  disparaissent, 
lorsque,  par  exemple,  un  polynôme  à  coefficients  variables  de  degié  nx-\-  q  n'a 
que  m  racines,  cela  tient  à  ce  que  q  racines  ont  augmenté  indéfiniment,  et  l'on 
dit  qu'il  y  a  5»  racines  infinies. 
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est  absolument  convergent  pour  toute  valeur  de  z  et  unifor- 
mément convergent  dans  tout  domaine  limité.  En  effet,  si  l'on 
a  1^1  ^r,  pour  prouver  que  le  produit  n(s)  est  absolument  et 
uniformément  convergent,  il  suffît  de  constater  la  convergence 
du  produit  infini 


V         ^1/  \  ^2/         V         r,n) 


et  cette  convergence  résulte,  comme  on  sait,  de  la  convergence  de 
la  série  (2). 

Le   produit  ^{z)  représente  donc   une  fonction  entière,    qui 

admet  les  mêmes  zéros  que  F(s);  le  quotient  rrr—  est  donc  aussi 

une  fonction  entière  (').  Ce  quotient  ne  pourrait,  en  effet, 
admettre  comme  point  singulier  à  dislance  finie  que  les  zéros  de 
11(3),  et  l'on  voit  immédiatement  qu'il  est  régulier  en  ces  points; 
d'ailleurs  il  ne  saurait  j  être  nul.  C'est  donc  une  fonction  entière 
dépourvue  de  zéros;  on  en  conclut  que  l'on  a 

—   gG(3) 

G(s)  étant  une  fonction  entière  (qui,  dans  des  cas  particuliers, 
pourrait  se  réduire  à  un  polynôme  ou  même  à  une  constante).  On 

a  donc  finalement 

F(z)  =  e^(--)U{z), 

c'est-à-dire 

■      F(.)  =  .o,=,(,__i)(,_i). ..(,__£.).... 

Nous  renvoyons  les  remarques  qu'appelle  cet  important  résultat 
après  l'étude  du  cas  général  que  nous  allons  maintenant  aborder. 
Ce  cas  est  celui  où  l'on  ne  suppose  rien  sur  la  convergence  de  la 
série  (2).  On  sait  seulement  que  ;■«  augmente  indéfiniment  avec  n. 
Il  en  résulte  que  l'on  peut  trouver  une  série  de  nombres  entiers 
positifs 

Pli    P2,     •..,    p«,     -.., 


(  '  )  Il  est  à  peine  utile  d'observer   que   chaque  zéro   multiple  a  été  introduit 
avec  son  degré  de  multiplicité. 
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tels  que  la  série  à  termes  positifs 

converge  quel  que  soit  r.  C'est  ce  qui  a  lieu  en  tous  cas,  comme 
l'a  remarqué  Weierstrass,  si  l'on  prend 

En  effet,  dans  la  série  (3),  la  racine  Aii<""<=  du  terme  général  est 
alors  — ;  elle  tend  vers  zéro  pour  n  infini.  On  peut  observer  qu'il 

suffit  de  prendre 

p„=  E(logn), 

en  désignant  par  E(^)  la  partie  entièfe  de  x. 
On  a,  en  effet, 

__  g(log7-— logr„)  log«=^  /jlogj — logr„ 


et,  /'ft  augmentant  indéfiniment  avec  /i,  les  termes  de  la  série  (3) 
sont,  à  partir  d'un  certain  rang,  inférieurs  à  ceux  de  la  série 

quel  que  soit  le  nombre  fixe  q.  La  série  (3)  est  donc  conver- 
gente ('). 

Observons  enfin  que,  s'il  existe  un  nombre  entier/?  tel  que  la 
série 


soit  convergente,  on  peut  prendre 

pi   =:    p,  =  .  .  .  =   p„  ZT-.  .  .  .  = />. 

Mais,  pour  l'instant,  il  importe  peu  de  connaître  la  valeur  des  p„  ; 

(')  Un  calcul  analogue  montre  aisément  que,  comme  je  l'ai  indiqué  dans  les 
Acta  (t.  XX,  p.  36o),  il  suffit  de  prendre  p„=  eP  "  )•  Le  nombre  a  pour- 
rait d'ailleurs  être  remplacé  par  un  autre  nombre  quelconque  supérieur  à  un. 
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il  suffît  d'avoir  constaté  qu'ils  peuvent  toujours  être  choisis  de 
manière  à  assurer  la  convergence  de  la  série  (3). 

Nous  appellerons  facteur  primaire  {^)  de  genre  (-)  k  l'ex- 
pression 

On  voit   que  l'exposant  de   e  est  formé   par   les    A'    premiers 

termes   du  développement  en  série  de    log ■>  C'est  là  l'idée 

fondamentale  de  Weierstrass  d'où  découlent,  comme  on  va  le  voir, 
les  propriétés  essentielles  de  ^^[u). 

Nous  allons  étudier  le  développement  en  série  de  Vk{u)  suivant 
les  puissances  croissantes  de  u.  On  a 

logPA-(w)  =  log(l  —  «)+   "  -4-  ^  +...-i-^ 

«A+i  a^^-2  «^+3 


Donc 

Ainsi  le  terme  indépendant  de  u  est  égal  à  l'unité  et  les  coeffi- 
cients des  k  premières  puissances  de  u  sont  nuls.  Il  est  clair,  d'ail- 
leurs, que  Vi({u)  étant  une  fonction  entière,  le  résultat  obtenu 
est  valable  quel  que  soit  u^  bien  que  les  séries  employées  dans  les 
calculs  intermédiaires  ne  soient  convergentes  que  lorsque  le  mo- 
dule de  u  est  inférieur  à  l'unité. 

Nous  allons  obtenir  maintenant  des  inégalités  importantes  aux- 
quelles satisfont  les  coefficients  p.  Considérons  l'expression 


(  '  )  Weierstrass  a  donné  le  nom  de  facteur  primaire  à  toute  expression  de  la 

forme 

{kz  +  l)eG{=); 

c'est  la  fonction  entière  la  plus  générale  ne  possédant  qu'un  zéro  (ce  zéro  dis- 
paraît même  si  k  est  nul).  Au  problème  de  la  décomposition  d'un  polynôme  en 
facteurs  du  premier  degré  (ou  polynômes  à  un  seul  zéro)  coirespond  celui  de 
la  décomposition  d'une  fonction  entière  en  facteurs  primaires  (ou  fonctions  en- 
tières à  un  seul  zéro). 

(-)  Comme  nous  le  verrons  dans  le  Chapitre  suivant,  c'est  Laguerre  qui  a  in- 
troduit cette  dénomination. 
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Si  on  l'ordonne  suivant  les  puissances  de  m,  on  obtiendra  une 
série  dont  tous  les  coefficients  seront  positifs;  il  est  manifeste  que 
ces  coefficients  augmentent  si  l'on  augmente  le  nombre  h;  car 
chacun  d'eux  est  la  somme  de  termes  tous  positifs,  et  dont  le 
nombre  augmente  avec  k. 

Or,  si  le  nombre  k  augmente  indéfiniment,  on  obtient 

I  —  u 

c'est-à-dire  que  tous  les  coefficients  deviennent  égaux  à  l'unité('). 
11  en  résulte  que  si  l'on  pose 


H         11' 


fil      2     ■■■     *  =  ,  _j_  (Xj  a -4- a,  M^ -(-.  .  .-H  a„M«-t-.  .  . . 

on  aura,  quel  que  soit  m, 

o  <  a„  <  I . 

Or,  par  définition, 

Il      h''  u^ 

On  avait  posé 
On  a  donc 

et,  dès  lors,  les  inégalités 

o  <  d-k+r  <  I ,  o  <  aA_f-,— 1  <  I 

entraînent 


(')    Il    n'est    pas    inutile    d'observer    que,    pour    toute    valeur    finie    de    A', 
Il     11^  11^ 

eï     2      '"     k  est  une  fonction  entière;  lorsque  A"  devient  infini  on  obtient  une 

fraction  rationnelle  ■ Le  développement  en  série  de  la  fonction  entière  a 

I —  u 

pour  limite  le  développement  en  série  de  la  fraction  rationnelle,  en  ce  sens  que 

chaque  coefficient  a  pour  limite  (pour  A'  infini)  le  coefficient  correspondant,  et 

c'est  tout  ce  qui  nous  importe  ici;   mais   la  fonction  entière  ne  tend  pas,  dans 

tout  le  plan,  vers  la  limite • 
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Donc,  si  nous  posons 

P/t(M)  =  1-1-  '-Skiu). 

nous  aurons,  en  supposant  le  module  de  u  inférieur  à  l'unité, 

!  'H{u)  j  <  I  p,  «^■+»  1  +  I  p2a*^2  i  +. . .  ; 

c'est-à-dire 

Ces  calculs  préliminaires  achevés,  reprenons  les  nombres  a,, 
€1-2,  -  • . ,  ««,  •  •  •  de  modules  /•, ,  To,  . . . ,  r,i,  ...  et  supposons  les 
entiers  o«  choisis  de  manière  que  la  série  (3)  soit  convergente. 
Nous  allons  montrer  que  le  produit  infini 


nW  =  Pp.(;^)Pp.(^)-Pp.(|;) 


est  absolument  et  uniformément  convergent  pour  |  5  [  «<  /',  r  étant 
un  nombre  quelconque  donné  à  l'avance.  Il  en  résultera  immé- 
diatement que  ce  produit  représente  une  fonction  entière  admet- 
tant les  zéros  a^J  . . . ,  ««,  .... 

Pour  démontrer  la  convergence  du  produit  infini,  il  suffît, 
puisque  l'on  a 

de  prouver  la  convergence  de  la  série 

«)  2h'-(l;)r 

Pour  démontrer  cette  convergence,  nous  pouvons  négliger  les 
termes,  en  nombre  limité,  pour  lesquels  le  module  de  a,i  est 
inférieur  à  r.  Pour  chacun  des  autres  termes,  on  peut  écrire 

rn 

puisque  le  module  de  an  est  égal  à  /«et  le  module  de  z  inférieur 
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OU  égal  à  r.  La  convergence  absolue  et  uniforme  de  la  série  (4) 
est  donc  une  conséquence  immédiate  ('  )  de  la  convergence  de  la 
série  à  termes  positifs 

Nous  avons  ainsi  démontré  le  résultat  fondamental  qui  est  une 
des  plus  belles  découvertes  de  Weierstrass  :  Etant  donnée  une 
suite  infinie  quelconque  de  nombres  dont  le  module  croît  indé- 
finiment {^)^  il  est  possible  de  former  un  produit  de  facteurs 
primaires,  dont  chacun  s'annule  pour  un  de  ces  nombres.  Ce 
produit  est  d'ailleurs  absolument  et  uniformément  conver- 
gent dans  tout  domaine  fini  et  représente  par  suite  une  fonc- 
tion entière. 

De  ce  résultat  découlent  deux  conséquences  principales  : 

i"  Étant  donné  dans  le  plan  un  ensemble  quelconque  de 
points  isolés  (^),  on  peut  former  une  fonction  entière  admet- 
tant ces  points  pour  zéros. 

On  en  conclut  que  le  seul  résultat  général  que  l'on  puisse 
énoncer  relativement  à  la  distribution  des  zéros  d'une  fonction 
entière  quelconque,  c'est  que  ce  sont  des  points  isolés  :  c'est  la 
seule  condition  à  laquelle  ils  soient  assujettis.  Celte  remarque  fait 
prévoir  combien  sont  grandes  les  difficultés  de  toute  recherche 
générale  relative  à  ces  zéros;  elle  fait  comprendre  pourquoi  nous 
serons  obligés  de  nous  borner  à  des  cas  très  particuliers  en  appa- 
rence, mais  heureusement  importants  dans  les  applications. 


(  '  )  Il   n'y  a  pas  à   s'arrêter  à  la   présence  du  diviseur  ;-  qui  tend  vers 

I 

l'unité  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

(2)  Bien  que  nous  ne  nous  occupions  dans  ces  Leçons  que  des  fonctions  en- 
tières, nous  pouvons  faire  observer,  incidemment,  que  cette  hypothèse  n'a  été 
utilisée  que  pour  démontrer  l'existence  des  p„;  or,  si  l'on  suppose  que  les 
nombres  /•„  croissent  et  tendent  vers  une  limite  R,  il  suffit  de  supposer  r  <  R 
et  de  prendre  p„=«  pour  que  la  série  (3)  soit  convergente;  il  n'y  a  dès  lors 
rien  à  changer  à  nos  calculs  pour  prouver  que  le  produit  infini  obtenu  converge 
absolument  et  uniformément  à  l'intérieur  de  tout  cercle  de  rayon  inférieur  à  R. 
Mais  le  cercle  de  rayon  R  sera,  en  général,  une  ligne  singulière  essentielle  pour 
la  fonction,  car  on  doit  regarder  comme  le  cas  général  celui  où  les  a„  ont  pour 
points  limites  tous  les  points  de  la  circonférence.  (  Voir  Picard,  Traité  d'Analyse.) 

( ')  C'est-à-dire  n'ayant  aucun  point  limite  à  distance  finie. 
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2°  Etant  donnée  une  fonction  entière  F(5),  il  existe  un  pro- 
duit n(;;)  ayant  les  mêmes  zéros;  on  a  dès  lors,  en  raisonnant 
comme  plus  haut, 

G(^)  étant  une  fonction  entière.  La  fonction  donnée  F(^)  se 
trouve  décomposée  en  facteurs  primaires  ;  on  peut  dire  aussi 
que  l'on  a  l'expression  générale  des  fonctions  entières  F(;;),  mais 
il  faut  observer  que  cette  expression  renferme  une  fonction  en- 
tière arbitraire  G(5),  c'est-à-dire  un  élément  de  même  nature  que 
celui  que  l'on  cherche  à  définir.  On  peut  cependant  montrer  que 
la  fonction  G(^)  est,  en  général  ('),  plus  simple  que  F(^),  de 
sorte  que  l'on  a  bien  fait   un   progrès  dans  la  connaissance  de 

La  détermination  de  ce  facteur  exponentiel  e*"*^'  est  toujours  la 
plus  grande  difficulté  dans  les  applications  du  théorème  fonda- 
mental de  Weierslrass;  nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  le 
Chapitre  IV,  après  avoir  exposé  les  belles  recherches  de  M.  Ha- 
damard. 


Quelques  remarques  sur  les  séries  à  termes  positifs. 

Nous  ne  pouvons  pas  développer  ici  une  théorie  générale  de  la 
convergence  des  séries  à  termes  positifs;  ce  sujet  exigerait,  à  lui 
seul,  un  petit  Livre;  nous  désirons  seulement,  sans  revenir  sur 
les  résultats  classiques  que  l'on  trouve  dans  tous  les  Traités  de 
Calcul  différentiel,  les  compléter  sur  quelques  points,  dans  la  me- 
sure qui  est  strictement  indispensable  pour  la  suite  (-). 

Les  règles  de  convergence  des  séries  à  termes  positifs  s'ob- 
tiennent par  la  comparaison  de  la  série  proposée  avec  une  série 
convergente  connue, 


(I) 


(')  Il  faut,  pour  cela,  choisir  convenablement  les  nombres  p„.  [Voir  mon  Mé- 
moire sur  les  zéros  des  fonctions  entières  {Acta  niatheniatica,  t.  XX.)] 

(^)  Le  lecteur  trouvera  des  détails  plus  complets,  ainsi  que  des  renseignements 
bibliographiques,  dans  l'excellent  article  que  M.  Pringsheim  a  consacré  à  cette 
question  dans  l'Encyclopédie  Burkhardt-Meyer. 
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Si  la  série  proposée  est  telle  que  son  terme  général  soit  inférieur 
à  Uni  on  peut  affirmer  sa  convergence.  De  même,  si  la  série  (i) 
est  divergente,  toute  série  dont  le  terme  général  est  supérieure  Ua 
est  sûrement  divergente. 

Mais  il  importe  d'attirer  l'attention  sur  le  point  suivant  :  Sup- 
posons que  la  série  (i)  soit  divergente,  mais  que  l'on  ait  cependant 

(2)  lini  Un  —  o. 

Je  dis  que  l'on  peut,  dans  ces  conditions,  trouver  une  série  con- 
vergente 

(3)  Vi-\-Vi-^...^Vn-^---, 

telle  que  l'on  ait,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /i, 

(4)  Va>Un. 

En  effet,  la  condition  (2)  étant  remplie,  on  peut  déterminer  une 
série  d'indices  successifs  ;i,,  /lo,  ...,  /i^,  ...,  tels  que  l'on  ait 

II  I 

1  ,2  -  2-  f         p- 

Il  suffira,  dès  lors,  de  prendre 


T 

I 

I 

— -  > 

f«5 

^     ~^' 

•'              ^n„ 

==  — 

I^ 

22 

}' 

P' 

pour  que  la  condition  (4)  soit  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  n.  La  série  (3)  sera  d'ailleurs  convergente  si  l'on  a  soin, 
lorsque  n  diffère  de  /i,,  ^2,  . . .,  np,  . . .,  de  prendre,  par  exemple, 


Notre  assertion  est  donc  justifiée;  c'est  à  des  faits  de  ce  genre 
qu'est  due  la  principale  difficulté  de  l'étude  des  questions  de  con- 
vergence et  de  divergence,  ou  des  questions  connexes  relatives 
aux  modes  de  croissance  des  fonctions.  C'est  ce  que  l'on  peut 
exprimer  en  disant  que  les  modes  de  croissance  peuvent  ne  pas 
être  comparables.  Nous  ne  pouvons  nous  étendre  sur  ces  dif- 
ficultés; notre  but  sera,  au  contraire,  de  les  éviter  le  plus  pos- 
sible 5  cependant,  il  n'était  pas  inutile  de  les  signaler,  ne  serait-ce 
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que  pour  bien  faire  voir  que  le  théorème  que  nous  allons  main- 
tenant démontrer  n'est  nullement  évident. 
Ce  théorème  est  le  suivant  : 

Soit 

Ml  -f-  «2  -^  •  •  •  +  "«  -1-  •  •  • 

une  série  à  termes  positifs  décroissants  ;  si  elle  est  conver- 
gente, on  a 

liai  nun  =  o. 

71=  00 

11  résulte,  en  effet,  de  ce  qui  précède  que  si  les  termes  de  la 
série  proposée  n'étaient  pas  décroissants,  la  proposition  ne  serait 
pas  exacte. 

Nous  allons  prouver  que,  si  le  produit  nUn  n'a  pas  pour  limite 

zéro,  la  série  proposée  est  forcément  divergente.  En  effet,  il  existe 

alors  un  nombre  positif  a  tel  que,  pour  une  infinité  de  valeurs 

de  n,  l'on  ait 

nun>  a. 

Désignons  ces  valeurs  de  n  par 

/il,       «2)       •  •  •  )       l^pi       •  •  •  • 

Nous  pouvons  toujours,  en  supprimant  (*),  s'il  est  nécessaire, 
un  certain  nombre  de  /?/,  supposer  que  l'on  a 


y+i 


On  a  d'ailleurs,  par  hypothèse,  niu„.  >»  «,  c'est-à-dire 
a  a  a 


/i2>  2n,, 

«3  >  2/12, 

,                 «p+l    >    2/i;„ 

c'est-à-dire 

n-î      «1  >  — j 

.       «3 

rii  —  «9  >  —  j 

2 

n 

La  série  proposée  se  compose  d'une  série  de  groupes  de  termes 
tels  que  le  suivant  : 

M„    +1-H  M„    +2  +  ...+  U„        . 


(')  Les  rt,  étant  en  nombre  infini,  il  en  existe  un  qui  est  supérieur  à  2/ij;  nous 
le  désignerons  par  n,;  nous  désignerons  de  même  par  «3  l'un  des  n-  qui  sont 
supérieurs  à  «j,  et  ainsi  de  suite.  Nous  ne  tiendrons  pas  compte  des  n-  que  nous 
n'aurons  pas  été  amenés  à  considérer  dans  la  suite  indéfinie  de  ces  opérations. 
B.  2 
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Or,  ]es  termes  de  la   série  étant  décroissants,  ce  groupe  de 
termes  a  une  somme  supérieure  à 


2  't^p+l  -i 


La  série,  renfermant  une  infinité  de  groupes  de  termes  dont  Ja 


,  (t 


somme  est  supérieure  à  —>  est  nécessairement  divergente. 


L'exposant  de  convergence. 

Nous  pouvons  maintenant  étudier  une  notion  fort  importante 
dans  la  théorie  des  fonctions  entières,  celle  de  V exposant  de 
convergence  (')  d'une  suite  indéfinie  de  nombres  positifs  crois- 
sants 

(5)  Tl,     i\,     ...,     /•„,      .... 

Désignons  par  a  un  nombre  positif  quelconque  et  considérons 

la  série 

II  I 

\  i  n 

Cette  série  peut  être  convergente  ou  divergente.  Dans  le  pre- 
mier cas  nous  dirons  que  le  nombre  a  appartient  à  la  première 
catégorie;  dans  le  deuxième  cas,  qu'il  appartient  à  la  deuxième 
catégorie.  Il  résulte  immédiatement  des  propriétés  les  plus  élé- 
mentaires des  séries  à  termes  positifs  que,  si  un  nombre  a'  appar- 
tient à  la  première  catégorie,  il  en  est  de  même  de  tout  nombre 
supérieur  à  a';  si  un  nombre  a"  appartient  à  la  deuxième  caté- 
gorie, il  en  est  de  même  de  tout  nombre  inférieur  à  a." . 

Dès  lors,  on  sait  qu'il  existe  un  nombre  p  séparant  les  deux 
catégories,  c'est-à-dire  tel  que  la  première  catégorie  soit  formée 
des  nombres  plus  grands  que  p  et  la  deuxième  des  nombres  plus 
petits  que  p.  Il  peut  d'ailleurs  arriver,  pour  certaines  suites  (5), 
que  l'une  des  deux  catégories  comprenne  tous  les  nombres  po- 
sitifs; la  valeur  de  p  est  alors  o  ou  +  oo  {^). 

Nous   dirons   que    p    est   V exposant  de  convergence   de   la 


(1)  Voir  la  note  de  la  page  26. 

(  2  )  Par  exemple,  si  /■„  =  n  !,  p  =  o  ;  si  r„  =  log  n,  p  =  x. 
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suite  (5);  par  définition,  e  étant  un  nombre  positif  quelconque, 
la  série 

II 

est  convergente;  et  la  série 


est  divergente;  quant  à  la  série 


ri 


elle  peut  être  convergeite  ou  divergente,  de  même  qu'une  série 
de  Taylor  est,  suivant  les  cas,  convergente  ou  divergente  pour  un 
point  appartenant  à  la  circonférence  de  son  cercle  de  conver- 
gence. 

On  voit  immédiatement  quelle  relation  existe  entre  la  notion 
que  nous  venons  d'introduire  et  la  décomposition  en  facteurs 
primaii'es.  Si  nous  supposons  que  la  suite  (5)  est  formée  des  mo- 
dules des  zéros  d'une  fonction  entière,  rangés  dans  l'ordre  crois- 
sant, et,  si  l'exposant  de  convergence  de  la  suite  n'est  pas  infini, 
on  pourra  exprimer  la  fonction  entière  par  le  produit  de  facteurs 
primaires  de  genre  fini,  et  d'un  facteur  exponentiel. 

Mais  nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  le  Chapitre  suivant; 
nous  voulons  d'abord  étudier  en  elle-même  la  notion  d'exposant 
de  convergence  d'une  suite  telle  que  (5). 

Nous  venons  de  dire  que  la  série  « 

n 

est  convergente;  les  termes  de  cette  série  sont  d'ailleurs  positifs 
et  décroissants.  Il  résulte  donc  du  théorème  de  la  page  17  que 
l'on  a 

Imi  — — -  =  G. 

Donc,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /i,  l'on  a 

7p^<'' 


V 
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c'est-à-dire 

i_ 

Si  nous  posons,  pour  abréger, 

nous  aurons,  en  désignant  par  r\  un  nombre  positif, 

p  -h  z 
de  sorte  que  l'on  peut  écrire 
(6)  r„>Ai>-^. 

Cette  inégalité  (6)  est  vérifiée,  quel  que  soit  le  nombre  po- 
sitif Tj,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n.  Nous  pourrons  expri- 
mer ce  fait  en  disant  que  /•«  croit  plus  vite  que  7i^~'^. 

Cherchons  maintenant  à  utiliser  le  fait  que  la  série 

irP-2 

^^     ri 

est  divergente.  11  en  résulte  que,  t'  étant  un  nombre  positif,  on  ne 
peut  pas  avoir,  pour  toutes  les  valeurs  de  n  dépassant  un  nombre 

donné, 

I  I 

rP-2^  ni+£'' 

n 

on  a  donc,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n, 

c'est-à-dire 

.(7)  r„<n>^+^, 

71  étant  un  nombre  positif  quelconque. 

Mais  nous  ne  pouvons  pas' affirmer  que  l'inégalité  (7)  ait  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  n  supérieures  à  un  nombre  fixe,  comme 
l'inégalité  (6).  Pour  nous  en  rendre  compte,  désignons  par  w,  un 
nombre  entier  quelconque  et  par  /?2,  /«s,  .  .  . ,  n/i,  .  .  •  des  entiers 
assujettis  seulement  à  vérifier  les  inégalités 
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Prenons 

r«,  =  e"i,         r„^=n|,         /v+i  =  e»j+» ,         r„^=  ni,         

fnn  =  ni,         r„^+i  =  e"h+i,         r„^^,  =  nl+^ 

11  esl  clair  que  les  nombres 

'■/z,)       ^n»)       •'•■!       ^'nip       fnh+ij      ^ni,+,f       ••• 

vont  en  croissant  avec  leurs  indices  ;  n  élant  compris  entre  n^-^  i 
et  ^A+i,  nous  prendrons 

_  fi/,+i  —  n 

fn  —  '  /i;,+l  -t-   -  -  -  '  rih+t  î 

«/i+1  —  n/i —  I 

et  nous  aurons  ainsi  défini  une  suite  de  nombres  positifs  crois- 
sants 

(8)  ri,     r.2,     ...,     rn,     ..-, 

tels  que  l'on  ait,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /z, 

rn=  /^^ 
et  pour  une  infinité  de  valeurs  de.n, 

(9)  rn=e'K 

D'ailleurs,  on  constate  aisément  que.  pour  toute  valeur  de  n^ 
on  a 

On  en  conclut  que  l'inégalité  (6)  est  vérifiée  pour  toute  valeur 
de  n,  si  l'on  prend  ).  =  2.  Elle  cesserait  de  l'être  pour  une  infinité 
de  valeurs  de  /?,  si  l'on  prenait  A>-2(et7i<C^  —  2).  D'autre 
part,  si  l'on  prend  \<^i.^  l'inégalité  (7)  ne  sera  vérifiée  pour 
aucune  valeur  de  n. 

L'exposant  de  convergence  de  la  suite  (8)  est  donc  égal  à  -•> 

puisque  p  =  r- ,  et  l'égalité  (9),  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs 
de  /î,  prouve  qu'il  n'existe  pas  de  nombre  \  tel  que  l'inégalité  (7  ) 
ait  lieu  quel  que  soit  n. 

On  v^oitque  la  connaissance  de  l'exposant  de  convergence  d'une 
suite  est  loin  de  renseigner  d'une  manière  complète  sur  la  rapidité 
de  la  croissance  de  son  terme  général  r«.  11  est  cependant  un  cas 
très  important  dans  la  pratique,  bien  qu'en  apparence  fort  parti- 
culier, où  l'on  peut  aboutir  à  des  conclusions  beaucoup  plus  pré- 
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cises.  C'est  le  cas  où  Vordre  dHnjinilude  de  /•«,  considéré 
comme  fonction  de  w,  est  déterminé.  Voici  ce  que  nous  enten- 
drons par  là;  il  est  clair  que  l'on  peut  toujours  poser 

l'exposant  X„  étant  une  certaine  fonction  de  n. 

Si  nous  marquons  sur  une  droite  l'ensemble  des  nombres  dont 
l'abscisse  est  \„,  cet  ensemble  admettra  en  général  un  ensemble 
dérivé,  lequel,  étant  parfait,  renfermera  un  élément  )/  plus  grand 
que  tous  les  autres  et  un  élément  X"  plus  petit  que  tous  les 
autres  ('). 

Les  nombres  V  et  à"  sont  ce  que  Gauchj  appelait  respective- 
ment la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  limites  de  la  suite  >.„  (2); 
Paul  du  Bois-Reymond  leur  a  donné  les  noms  de  limite  supé- 
rieure (ou  inférieure)  d' indétermination  de  la  suite.  Enfin 
M.  Hadamard  les  nomme  limite  supérieure  (ou  inférieure)  de 
"kn  pour  n  infini. 

Nous  supposons  essentiellement  ici  que  )/'  n'est  pas  nul  (3),  ce 
qui  revient  à  admettre  que  les  nombres  \n  sont  supérieurs  à  un 
nombre  fixe  ;  dès  lors,  e  étant  un  nombre  positif  arbitraire  (^),  on 
a,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  «, 

X"— e<X„<X'+£, 
et,  par  suite, 

rt^'-^  <  /•„  <  rî}-'-^^. 

La  fonction  rn  est  ainsi  comprise  entre  n^''^  et  n^'+^,  mais  la 
considération  de  fonctions  de  la  forme  n^  (k  constante)  ne 


(')  On  déduira  aisément,  du  fait  que  les  r^  sont  croissants,  que  l'ensemble 
dérivé  est  formé  de  tous  les  nombres  compris  entre  V  et  V.  Il  est  bon  de  remar- 
quer que,  si  une  infinité  de  "h^  sont  égaux,  et  que,  par  suite,  une  infinité  de 
points  coïncident  en  un  seul,  ce  point  doit  être  regardé  comme  faisant  partie  de 
l'ensemble  dérivé,  même  s'il  est  isolé.  Celte  modification  de  détail  aux  défini- 
tions adoptées  dans  la  théorie  des  ensembles  de  points  paraît  devoir  être  souvent 
avantageuse- 

(^  )  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique  {Œuvres  de  Cauchy,  Il'série, 
l.  III). 

(^)  On  peut  aussi  étudier  les  ordres  d'infinitude  dans  le  cas  où  )k„  tendrait 
vers  zéro  ou  vers  l'infini  avec  n;  ce  n'en  est  pas  ici  le  lieu. 

(^)  Nous  supposons  aussi,  pour  plus  de  netteté,  que  V  n'est  pas  infini;  cette 
hypothèse  n'est  pas  indispensable. 
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permet  pas  de  précise!^  davantage  le  mode  de  croissance  dera- 
C'est  ce  que  nous  exprimerons  en  disant  que,  lorsque  \"  diffère 
de  V,  l'ordre  d'infinitude  de  /•«  n'est  pas  déCerminé;  11'  et  V  sont 
ses  deux  limites  dHndétermination.  kx\  contraire,  si  a"=â'=  \^ 
c'est-à-dire  si  Xn  tend  vers  la  limite  À,  on  a,  quel  que  soit  s, 

au  moins  à  partir  d'une  valeur  assez  grande  de  n. 

Nous  dirons  alors  que  V ordre  d'injinitude  de  r,i  est  déter- 
miné et  est  le  même  que  celui  de  n^.  Par  exemple,  si  l'on  a 

rn=  «^-H  /l^-*, 

'""-(log/z)'/' 

l'ordre  d'infînitude  de  /«  sera  dit  égala  celui  de  n^. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  V ordre 
d'injinitude  de  rn  est  déterminé,  il  est  égal  à  l'inverse  de 
l'exposant  de  convergence  de  la  suite 

ri,     /'a,      ...,     r„,      

On  a,  en  effet,  l'égalité  déjà  écrite  plus  haut 

x=I. 

P 

Lorsque  l'ordre  d'infînitude  de  r,i  est  indéterminé,  sa  limite 
inférieure  d' indétermination  V  est  égale  à  - ,  mais  on  ne  peut 
rien  dire  sur  V  qui  peut  avoir  toutes  les  valeurs  supérieures 
à  a",  jusque  et  y  compris  +  oo. 

On  voit  combien  il  est  avantageux  de  savoir  que  l'ordre  d'infî- 
nitude de  r«  est  déterminé;  lorsqu'il  en  est  ainsi,  la  connaissance 
de  l'exposant  de  convergence  de  la  suite  des  ;•„  permet  d'obtenir 
immédiatement  cet  ordre,  c'est-à-dire  de  préciser  dans  une  assez 
large  mesure  la  manière  dont  /•„  croît  avec  n.  Ces  remarques  trou- 
veront leur  application  dans  la  Note  II. 


CHAPITRE  IL 


LES    IDEES    DE    LAGUERRE. 


La  notion  de  genre. 

Laguerre  a  publié  sur  les  fonctions  entières,  peu  de  temps  après 
la  découverte  de  Weierstrass,  une  série  de  Notes  fort  courtes, 
mais  très  substantielles  et  très  suggestives  ('  ).  On  sait  quelle  im- 
portance il  attachait  aux  faits  particuliers,  mais  bien  précis,  et 
combien  il  était  peu  porté  à  exposer  systématiquement  les  idées 
générales  qui,  cependant,  ne  lui  manquaient  pas;  il  préférait  les 
laisser  deviner  au  lecteur,  les  dissimulant  presque  derrière  les 
applications.  Cette  tendance  apparaît  très  nettement  dans  ses  tra- 
vaux sur  les  fonctions  entières;  on  se  rend  fort  bien  compte  que 
sa  pensée  est  allée  plus  loin  qu'une  lecture  superficielle  de  ses 
publications  ne  le  laisserait  croire  et  qu'il  a  tout  au  moins  en- 
trevu les  plus  importants  des  résultats  obtenus  après  lui. 

D'ailleurs,  l'étude  des  idées  de  Laguerre  n'a  pas  seulement  un 
intérêt  historique;  plusieurs  de  ses  méthodes  sont  fort  originales, 
et,  dans  les  cas  particuliers  où  elles  s'appliquent,  permettent 
d'aller  bien  plus  loin  que  les  méthodes  plus  générales  que  nous 
étudierons  dans  les  Chapitres  suivants.  Il  y  aurait  grand  intérêt  à 
rechercher  si  le  champ  d'application  de  ces  méthodes  ne  peut  pas 
être  étendu;  c'est  là  un  sujet  de  nature  à  tenter  un  jeune  cher- 
cheur, car  il  peut  être  abordé  sans  connaissances  très  vastes, 
les  méthodes  de  Laguerre  étant,  comme  on  va  le  voir,  d'une 
nature  élémentaire. 

Le  premier  progrès  que  doit  à  Laguerre  la  théorie  des  fonctions 


(')  Comptes  rendus,  Tomes  XCIV,  XCV,   XCVIII.  —  Œuvres  de  Laguerre, 
Tome  I,  pages  167  et  suiv. 
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entières,  c'est  l'introduction  de  la  notion  de  genre,  notion  qui  a 
été  l'origine  de  tous  les  travaux  ultérieurs. 

Soient  F(:;)  une  fonction  entière;  «,,  ao,  . . . ,  «„,  ...  ses  zéros; 
j^n  le  module  de  «„,  les  r^  sont  supposés  croissants.  Désignons 
par  A"  le  plus  petit  nombre  entier  tel  que  la  série 

soit  convergente.  Nous  avons  vu  que  l'on  a 

Çl{z)  étant  une  fonction  entière  ou  un  polynôme.  Nous  suppose- 
rons que  Q_(z)  est  un  polynôme  et  désignerons  son  degré  par  q. 
Lagiierre  appelle  genre  p  de  la  fonction  F(^)  le  plus  grand 
des  deux  nombres  entiers  k  et  q.  Dans  le  cas  où  il  n'existe  pas 
de  nombre  k  tel  que  la  série  (i)  soit  convergente  et  dans  le  cas  où, 
ce  nombre  existant,  Q(^)  n'est  pas  un  polynôme,  mais  une  fonc- 
tion entière,  on  dit  que  le  genre  est  infini.  Nous  étudierons 
presque  exclusivement  dans  cet  Ouvrage  les  fonctions  de  genre 
fini. 

L'un  des  deux  nombres  entiers  qui  nous  ont  servi  à  définir  le 
genre  est  en  relation  simple  avec  l'exposant  de  convergence  de  la 
suite 

(2)  A-i,        /■2,        ...,        /■«,        

En  effet,  ce  nombre  A"  est  défini  par  la  condition  que  la  série  (i) 
est  convergente,  tandis  que  la  série 

(3)  2;^ 

est  divergente.  On  a  donc,  d'après  la  définition  de  l'exposant  de 
convergence  p  de  la  suite  (2) 

(4)  A:iplA:-Hi. 

On  voit  que,  lorsque  le  nombre  p  n'est  pas  entier,  k  est  l'entier 
immédiatement  inférieur  à  p  ;  lorsque  p  est  entier,  k  est  égal  à 


\^ 
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p  —  I  OU  à  p  suivant  que  la  série 


est  convergente  ou  divergente. 

Nous  conviendrons  de  dire  que  p  est  V ordre  réel{^)  de  la  fonc- 
tion F (5).  L'expression  ordre  réel  est  employée  par  opposition 
avec  Vordre  apparent,  qui  sera  défini  plus  loin.  D'ailleurs  nous 
verrons  que,  le  plus  souvent,  ces  deux  ordres  sont  égaux,  de  sorte 
que,  dans  la  plupart  des  cas,  on  pourra,  sans  ambiguïté  possible, 
dire  simplement  ordre. 

On  voit  que,  lorsque  l'ordre  réel  p  n'est  pas  entier,  sa  connais- 
sance en  apprend  plus  que  celle  du  nombre  k\  au  contraire,  si  p 
est  entier,  sa  connaissance  ne  suffît  pas  pour  déterminer  A,  qui 
peut  être  égal  à  p  ou  à  p  —  i;  mais  on  doit  évidemment  regarder 
comme  exceptionnel  le  cas  on  le  nombre  p  est  un  nombre  entier, 
de  sorte  que  l'on  peut  dire  qu'e/i  général  l'étude  de  p  est  préfé- 
rable à  celle  de  k.  A  plus  forte  raison  est-elle  préférable  à  celle 
du  genre  p  (lequel  est  égal  soit  à  A",  soit  à  ^),  si  l'on  a  en  vue 
seulement  la  connaissance  de  la  distribution  des  zéros. 

Il  est  cependant  fort  heureuxqueLaguerre  n'ait  pas  introduit  le 
nombre  p  ;  la  lliéorie  n'était  pasencore  assez  avancée  pour  que  cette 
introduction  pût  être  profitable  et,  d'autre  part,  il  était  tout  à 
fait  essentiel  de  faire  jouer  le  même  rôle  aux  deux  nombres  k 
et  q.  Les  propriétés  les  plus  importantes  de  la  fonction  dépendent 
en  effet,  comme  nous  le  verrons,  de  la  valeur  du  plus  grand  de 
ces  deux  nombres.  C'est  parce  qu'elle  suppose  implicitement  ce 
fait  que  la  définition  du  genre  a  puissamment  contribué  au  déve- 
loppement de  la  théorie.  Il  n'y  avait  pas  grand  effort  à  faire  pour 
donner  un  nom  au  nombre  A",  ou  au  nombre  q\  la  formule  fonda- 


(')  J'ai  introduit  pour  la  première  fois  cette  expression  dans  mon  Mémoire  sur 
les  zéros  des  fonctions  entières  {Acta  niathematica,  t.  XX).  Dans  son  Inau- 
gural Dissertation  (Gôttingen,  1898),  un  élève  de  M.  Hilbert,  M.  von  Schaper, 
s'est  servi  de  l'expression  exposant  de  convergence  {Konvergenzexponent)  pour 
désigner  le  nombre  p.  Nous  l'avons  adoptée,  mais  dans  un  sens  légèrement  diffé- 
rent :  nous  parlons  de  l'exposant  de  convergence  de  la  suite  (2),  mais  non  de 
l'exposant  de  convergence  de  la  fonction  F(s).  En  résumé,  nous  appelons  ordre 
réel  d'une  fonction  entière  l'exposant  de  convergence  de  la  suite  des  modules 
de  ses  zéros  (rangés  toujours  dans  l'ordre  croissant). 


y 
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menlale  de  Weierstrass  suggérait  d'ailleurs  naturellement  l'idée 
de  considérer  ces  deux  nombres.  Le  mérite  principal  de  Laguerre, 
c^ est _d^ avoir  vu  qiUil  y  avait  intérêt  à  porter  V attention  sur 
le  plus  grand  des  deux,  car  ce  point  n'était  nullement  évident 
a  priori  (*),  et  c'était  cependant  la  condition  nécessaire  de  tout 
progrès  ultérieur. 

Laguerre  s'est  particulièrement  occupé  des  fonctions  dont  le 
genre  est  égal  à  zéro  ou  à  un.  Il  n'est  pas  inutile  de  faire  voir  com- 
ment on  peut  rattacher  les  fonctions  de  genre  fini  aux  fonctions 
de  genre  zéro;  Tune  des  propositions  que  nous  démontrerons  à 
cette  occasion  nous  sera  d'ailleurs  utile  plus  loin. 

SoitF(x;)  une  fonction  de  genre  fini/?;  l'on  a 


F(.)  =  e»w]r[P<|;): 

le  degré  de  Q(s)  étant  q^  p  est  égal  au  plus  grand  des  deux 
nombres  q  et  k.  Nous  désignerons  par  p  l'exposant  de  conver- 
gence de  la  suite  des  modules  des  a,i 


Nous  savons  que  p  est  au  plus  égal  à  A"4-  i  ;  d'ailleurs,  dans  le  cas 
où  p  =  A'  +  I ,  la  série 

a 

est  convergente. 

Gela  posé,  désignons  par  m  un  entier  supérieur  kp  (par consé- 
quent au  moins  égal  à  jo  +  i),  par  w  une  racine  primitive  de  l'équa- 
tion binôme 

W'«=  I, 

et  formons  le  produit 

G(s)  =  ¥{z)  F(wz)  F(w2^). . .  F(w'»-iz). 


('  )  Par  exemple,  il  aurait  pu  sembler  étrange  de  ranger  dans  la  même  catégorie 
(fonctions  de  genre  un),  les  fonctions 

1  1 

dont  les  ordres  réels  sont  respectivement  o,  ->  i,  -• 


V^ 
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On  sait  que  si  R(5)   est  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  m, 

l'on  a 

R(s)-f-R(wz)-l-  ...  -h  R(co'«-i^)  =  mR(o). 

Or,  le  degré  q  du  poljnome  Q(^)  est  inférieure  m;  d'autre 
part,  les  poljnomes  qui  figurent  comme  exposant  de  e  dans  les 
facteurs  primaires  de  genre  k  ont  aussi  un  degré  k  inférieur  à  m 
et,  de  plus,  s'annulent  pour  z  =^  o.  On  a  donc 


Posons,  pour  abréger, 

gOTQ(O)   _  c, 

z'"  -=  Z, 
il  viendra 

Si  d'ailleurs  on  désigne  par  R^  le  module  de  A^,  l'exposant  de 
convergence  de  la  suite 

R],     R2,     . . . ,     R/j, 

est  manifestement  ée^al  à  —  :  il  est  inférieur  à  l'unité,  sauf  dans  le 
°         m 

cas  particulier  où,  p  étant  égal  à  A"  +  i  et  ^  non  supérieur  à  A",  l'on 
a  pris  m  =  p  -{-  i  =  k  -i-  i  =  Q.  Dans  ce  cas,  l'exposant  de  conver- 
gence de  la  suite  des  R«  est  égal  à  l'unité,  mais  la  série 

est  convergente,  ainsi  qu'il  résulte  d'une  remarque  faite  il  j  a  un 
instant. 

Dans  tous  les  cas,  on  voit  que  G  (5),  considéré  comme  fonc- 
tion de  Z,  est  une  fonction  de  genre  zéro  et  d  ordre  —  ;  nous 

ferons  usage  de  ce  résultat,  obtenu,  on  le  voit,  par  les  considéra- 
tions les  plus  élémentaires. 

On  peut  énoncer  une  proposition  bien  plus  complète,  mais  en 
utilisant  un  théorème  que  nous  ne  démontrerons  que  plus  loin; 
ce  tliéorème  est  le  suivant  :  la  somme  de  plusieurs  fonctions  de 


v^ 
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genre  p  est  une  fonction  de  genre  au  plus  égal  (  '  )  à  /?  -t-  i  ;  il  est 
d'ailleurs  évident  que  le  produit  de  plusieurs  fonctions  de  genre/? 
est  une  fonction  de  genre  égal  à  p.  Dès  lors,  si,  conservant  les 
notations  précédentes,  mais  désignant  par  m  un  entier  supérieur 
à  /?  H-  I,  l'on  pose 

e(Y)  =  [Y  -f{z)]  [Y  -/(C02)]  [Y  -/(co^z)].  .  .[Y  -/(o)— >z)], 

les  coefficients  du  polynôme  Q(Y)  seront  des  fonctions  entières 
dont  le  genre  ne  dépassera  pas  /?  +  i,  c'est-à-dire  sei'a  inférieur 
à  m.  D'autre  part,  il  est  manifeste  que  0(Y)  reste  invariable 
quand  on  change  ;;  en  w^;  ces  fonctions  entières  ne  dépendent 
donc  que  de  z"^  ^  Z,  et  l'on  voit  immédiatement  que  ce  sont  des 
fonctions  de  genre  zéro  (2)  en  Z.  La  fonction /(^)  de  genre  p  est 
ainsi  racine  d'une  équation  de  degré  m, 

Y'«-H  Fi(Z)Y''^-i-i-  F2(Z)Y"«-2-h. . .+  F,„_,(Z)  Y+  F,;,(Z)  =  o, 

dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  de  genre  zéro  en 
Z  =  z^. 

Les  fonctions  de  genre  zéro  et  de  genre  un. 

On  a  vu  que  c'est  la  présence  de  facteurs  exponentiels  qui  dis- 
lingue la  décomposition  des  fonctions  entières  en  facteurs  pri- 
maires, de  la  décomposition  des  polynômes  en  facteurs  du  premier 
degré.  Il  est  dès  lors  naturel  de  penser  que,  parmi  les  fonctions 
entières,  celles  dont  les  propriétés  se  rapprocheront  le  plus  de 
celles  des  polynômes  seront  les  fonctions  entières  du  genre  zéro, 
qui  peuvent  être  décomposées  en  un  produit  absolument  conver- 
gent de  facteurs  du  premier  degré,  sans  aucun  facteur  exponen- 
tiel. Une  induction  plus  hardie  conduit  même  à  supposer  que  les 


(1)  On  prouve  même  que  c'est,  en  général,  une  fonction  de  genre/?;  il  est 
infiniment  probable  qu'il  en  est  toujours  ainsi;  mais  on  ne  l'a  pas  encore  dé- 
montré rigoureusement. 

(2)  D'ailleurs,  en  utilisant  les  propositions  qui  seront  démontrées  plus  tard,  on 

prouverait  que  leur  ordre  est  au  plus—;  mais  si  p=/?  +  i,  et  si  l'on  prenait 

m=jo-i-i=  p,  la  difficulté  serait  de  prouver  que  les  fonctions  obtenues,  dont 
l'ordre  est  un,  sont  de  genre  zéro.  C'est  pour  cela  que  nous  avons  supposé  m>/?-f-i. 
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propriétés  des  fonctions  entières  s'éloigneront  de  plus  en  plus  de 
celles  des  polynômes,  à  mesure  que  les  facteurs  exponentiels  se- 
ront plus  compliqués,  et,  dès  lors,  on  pourra  espérer  étendre  cer- 
taines propriétés  des  polynômes  non  seulement  aux  fonctions  de 
genre  zéro,  mais  encore  à  celles  dont  le  genre  est  un  nombre  peu 
élevé. 

Les  idées  que  nous  venons  d'indiquer  brièvement  ont  conduit 
Laguerre  à  plusieurs  résultais  sur  les  fonctions  entières  de  genre 
zéro,  de  genre  un  et  même  de  genre  fini  ;  ces  résultats,  à  l'exposi- 
tion desquels  est  consacré  la  fin  de  ce  Chapitre,  nous  paraissent 
d'ailleurs  surtout  intéressants  en  tant  qu'ils  confirment  l'analogie 
pressentie  entre  les  fonctions  considérées  et  les  polynômes,  et 
qu'en  outre  ils  donnent  des  indications  précieuses  sur  la  distribu- 
tion des  zéros  de  certaines  fonctions  entières.  Ils  ouvrent  ainsi  la 
voie  à  une  double  série  de  recherches,  comme  on  s'en  rendra 
compte  plus  loin. 

On  désigne  généralement  sous  le  nom  de  théorème  de  Rolle  la 
proposition  d'après  laquelle,  entre  deux  racines  réelles  consécu- 
tives d'une  équation,  se  trouve  un  nombre  impair  de  racines  de 
l'équation  dérivée  (et  par  suite  au  moins  une).  D'ailleurs,  on 
peut  démontrer  cette  proposition  par  des  considérations  de  conti- 
nuité, de  sorte  que,  moyennant  quelques  hypothèses  fort  larges 
et  inutiles  à  rappeler,  le  théorème  de  Rolle  s'applique  aussi  bien 
aux  équations  transcendantes  qu'aux  équations  algébriques. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  certaines  de  ses  conséquences, 
dont  l'importance  en  A-lgèbre  est  comparable  à  celle  du  théorème 
lui-même.  On  sait,  par  exemple,  que,  si  Von  considère  une  équa- 
tion algébrique  dont  toutes  les  racines  sont  réelles,  V équation 
dérivée  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles;  une  seule  de  ses 
racines  se  trouve  dans  chaque  intervalle  limité  par  deux  ra- 
cines consécutives  de  V équation  proposée;  la  démonstration  de 
cette  proposition,  étant  basée  sur  le  fait  que  le  nombre  des  racines 
de  la  dérivée  est  inférieur  d'une  unité  au  nombre  des  racines  de 
l'équation,  ne  peut  s'étendre  aux  équations  transcendantes;  il  est 
d'ailleurs  aisé  de  voir  que  la  proposition  ne  peut  subsister  sans 
restriction  :  par  exemple,  si  l'on  pose 

/(z)  =  (^-hi)e^% 
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on  a 

et  l'on  voit  que  l'équation 

n'admet  qu'une  racine,  laquelle  est  réelle,  tandis  que  l'équation 

/'(^)  =  o 

admet  deux  racines  imaginaires.  Nous  reviendrons  dans  le  para- 
graphe suivant  sur  ce  point,  en  étudiant  les  fonctions  de  genre 
fini;  nous  verrons  avec  quelles  restrictions  on  peut  leur  étendre 
la  proposition  en  question.  Notre  but  actuel  est  de  montrer  qu'elle 
subsiste  sans  restrictions  pour  les  fonctions  de  genre  zéro  et  de 
genre  un;  comme  la  fonction  f{z)  qui  vient  d'être  considérée 
est  de  genre  deux  et  même  l'une  des  fonctions  les  plus  simples  de 
genre  deux,  on  voit  que  la  limitation  indiquée  est  bien  dans  la 
nature  des  choses  et  ne  dépend  pas  seulement  du  procédé  de 
démonstration. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'une  autre  hypothèse  restrictive  est  néces- 
saire pour  les  fonctions  de  genre  un  :  on  doit  supposer  la  fonction 
réelle.  Pour  les  fonctions  Je  genre  zéro,  comme  pour  les  poly- 
nômes, la  réalité  des  racines  entraîne  la  réalité  de  la  fonction,  à 
un  facteur  constant  près,  ici  sans  importance.  Il  n'en  est  pas  de 
même  pour  les  fonctions  de 'genre  un  ;  on  peut  seulement  affirmer 
qu'une  telle  fonction,  si  tous  ses  zéros  sont  réels,  est  de  la  forme 

G(^)  étant  une  fonction  réelle,  a  et  ^  des  constantes  réelles;  on  a 

dès  lors 

F'(5)  =  e'îa^+P^  [G'(^) -+- la  G(2)] 

et  l'on  voit  que  toute  racine  réelle  de  l'équation 

¥\z)  =  o 

doit  satisfaire  aux  deux  équations 

G'{z)  =  o, 
G{z)=o, 

c'est  dire  que  l'équation  dérivée  aura,  en  général,  toutes  ses  ra- 
cines imaginaires. 


i^ 
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La  proposition  que  nous  avons  en  vue  s'énoncera  donc  comme 
il  suit  : 

Etant  donnée  une  fonction  entière  réelle  F(5)  de  genre 
zéro  ou  de  genre  un,  si  toutes  ses  racines  sont  réelles,  on  peut 
affirmer  que  la  fonction  dérivée  F'(^)  a  aussi  toutes  ses  ra- 
cines réelles  et  que,  de  plus,  entre  deux  racines  consécutives 
de  F(s),  se  trouve  une  seule  (')  racine  de  ^'{z).  Il  en  résulte 
que  le  genre  de  F'(z)  est  égala  celui  de  F{z). 

Soit,  en  effet, 

la  fonction  donnée;  les  nombres  a«  sont  réels,  ainsi  que  k;  et  la 
série 

«  2à 

est  convergente.  Dans  le  cas  où  la  série 

est  convergente,  si  l'on  a  de  plus 

les  facteurs  exponentiels  disparaissent  et  Ja  fonction  F(s)  est  de 
genre  zéro.  L'expression  que  nous  avons  écrite  convient  donc  aux 
fonctions  de  genre  zéro  et  de  genre  un,  sous  la  seule  hypothèse 
que  la  série  (i)  est  convergente. 


On  a 

(2) 

et  l'on  en 

concl 

ut 

3 

(8) 

d   r¥'(z) 

^^         17/  ^\ 

La  légitimité  de  ces  opérations  est  assurée  par  la  convergence 


(')  Nous  supposons,  pour  abréger,  que  toutes  les  racines  de  ¥{z)  sont  simples; 
on  sait  que  les  racines  multiples  de  \^{z)  appartiennent  aussi  à  ¥'{z);  rien  n'est 
d'ailleurs  changé  à  nos  conclusions. 
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■pu     \ 

de  la  série  (i).  On  voit  que  le  rapport  -pr-^  est  constamment  dé- 
croissant dans  ses  intervalles  de  continuité,  car  sa  dérivée  est  es- 
sentiellement négative  pour  z  réel  :  il  ne  peut  donc  s'annuler 
qu'une  fois  dans  chacun  de  ces  intervalles.  Ainsi  se  trouve  dé- 
montrée la  seconde  partie  de  notre  théorème. 

Reste  à  faire  voir  que  l'équation  F'(5)^o  n'a  pas  de  racines 
imaginaires;  pour  cela  remplaçons  ('),  dans  (2),  5  par  x -{- iy, 
nous  obtenons 


"^^  L(^— ««)^-+-.r^  "^  ««J      *-^ 


F'(a7-f-t>)  __  

F{a;-hiy)      •"    '  ^  L(^— ««)'-+- .r'    '    ««J       "-^  (a?  -  «„)2  +  j2  ^ 

les  séries  étant  convergentes  en  même  temps  que  la  série  (2).  On 
voit  que  le  coefficient  de  —  i  se  réduit  au  produit  de  y  par  une 
somme  essentiellement  positive;   il  ne  peut  être  nul  que  si  l'on  a 

7  =  0. 
On  ne  peut  donc  avoir 

F'(a:  -+-  iy)  =0 

lorsque  y  n'est  pas  nul;  notre  proposition  est  donc  complètement 
démontrée. 

Reste  à  faire  voir  que  le  genre  de  F'(^)  est  égal  au  genre  de 
F(s);  supposons  d'abord  que  les  a,i  soient  tous  positifs;  dési- 
gnons par  60  la  racine  de  la  dérivée  inférieure  à  «,,  si  elle  existe, 
et  par  6|,  62,  ...  les  autres  racines  de  la  dérivée;  on  a 

«1  <  ^1  <  «2  <  62  <  «3  <  63  <  •  •  •  <  «rt  <  bn  <  a„+i  < 

On  en  conclut  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  p,  la  con- 
vergence de  la  série 


I 


entraîne  celle  de  la  série 


et  réciproquement.  Les  deux  fonctions  F(^)  et  F'(s)  ont  donc 
non  seulement  le  même  genre  (-),  mais  encore  le  même  ordre. 

(')  Cette  démonstration  est  due  à  Félix  Chio  {^voir  Hermite,  Cours  autogra- 
phié,  4°  édition,  p.  92). 

(^)  Pour  que  cette  conclusion  fût  absolument  rigoureuse,  il  serait  nécessaire 
de  prouver  qu'il  n'y  a  pas  dans  l'expression  de  F'(s)  de  facteur  exponentiel  eG(-) 
B.  3 


•" 
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Plus  généralement,  si  'f  (^)  est  une  fonction  positive  décroissante, 
la  convergence  de  la  série 

entraîne  celle  de  la  série 

et  réciproquement. 

Il   est  aisé  de  s'affranchir  de  l'hypothèse  que  tous  les  a«  sont 
positifs  ;'il  suffît  de  séparer,  dans  chacune  des  deux  séries 


2d  \an\P 


I 

îbTT?'' 


les  termes  qui  proviennent  de  racines  positives  de  ceux  qui  pro- 
viennent de  racines  négatives;  chacune  de  ces  séries  se  trouve 
ainsi  remplacée  par  deux  autres,  et  il  suffît  de  comparer  deux  à 
deux  les  quatre  séries  ainsi  obtenues. 

Le  fait  que  le  genre  de  ^'{z)  est  égal  à  celui  de  F(z)  a  une  con- 
séquence très  importante  :  nous  pouvons  appliquer  le  même  théo- 
rème à  F'(z);  aiûsi  toutes  les  équations  dérivées  ont  leurs  ra- 
cines réelles,  et,  entre  deux  racines  consécutives  de  la  ai'*""^  se 
trouve  une  seule  racine  de  la  (/i  +  iy«™«. 

Laguerre  a  montré  que  l'équation  (3)  conduit  à  des  résultats 
intéressants;  en  effectuant  la  dérivation  indiquée  dans  le  premier 
membre  et  retenant  seulement  que  le  second  membre  est  essen- 
tiellement négatif  pour  ^  réel,  nous  obtenons 

F"(^)F(^)-[F'(^)]-^<o. 

Cette  inégalité  est  une  conséquence  de  la  réalité  des  racines 
de  F(^);  elle  subsiste  donc  si  l'on  remplace  F(z)  par  F(«~*>(5), 
c'est-à-dire  que  l'on  a 

F(«+»)U)  F(«-i)(s)  —  [F(")(2)]2<  o, 
quelle  que  soit  la  valeur  réelle  de  z.  En  particulier,  faisons  z-^  o 


de  genre  supérieur  à  un.  C'est  là  un  point  que  Laguerre  a  négligé  d'étudier  en 
détail;  on  peut  compléter  sa  démonstration  en  suivant  une  marche  analogue  à 
celle  que  nous  indiquons  dans  le  dernier  paragraphe  de  ce  Chapitre,  pour  la  pro- 
position plus  générale  concernant  les  fonctions  de  genre  fini. 
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et  posons 

F(2)  =  Ao 4- Aiz —...-+- A„z«-f-. . ., 

l'inégalité  devient 

(/n-i)!A„+i(«  — i)!  A„_i-[«!  A„]2<o, 
c'est-à-dire 

(4)  (/H-i)A„+,A„_i— nA^j<o. 

Telle  est  l'inégalité  à  laquelle  satisfont  les  coefficients  de  la 
fonction  entière  F(^)  sous  les  conditions  que  nous  rappelons  :  la 
fonction  F(5)  est  réelle,  son  genre  ne  dépasse  pas  l'unité  et 
elle  n'a  pas  de  racines  imaginaires. 

En  particulier,  si  l'on  a 

A„  =  o, 

on  en  conclut 

'^«-Hi  Art_i  <  o, 

c'est-à-dire  qu'une  lacune  (')  ne  peut  se  produire  qu'entre  deux 
coefficients  de  signes  contraires.  Sous  une  autre  forme,  on  peut 
dire  que,  si  dans  le  développement  en  série  de  la  fonction 
réelle  ¥(^z)  de  genre  inférieur  à  deux,  il  y  a  une  lacune  entre 
deux  coefficients  de  même  signe,  l'équation 

admet  nécessairement  des  racines  imaginaires. 
Laguerre  donne  comme  exemple  l'équation 

\  -\-  X  sin^r  =  o, 

dont  le  premier  membre  est  de  genre  un,  comme  nous  le  verrons 
plus  loin  (2). 


(')  Il  résulte  manifestement  de  ce  qui  précède  que  deux  coefficients  consé- 
cutifs ne  peuvent  être  nuls,  car  deux  dérivées  consécutives  ne  peuvent  s'annuler 
pour  ^  =  o  [sauf  dans  le  cas  où  F(^)  admet  z  =  o  comme  racine  multiple;  alors 
les  premiers  coefficients  sont  nuls,  mais  notre  remarque  subsiste  à  partir  du  pre- 
mier coefficient  non  nul]. 

(^)  Laguerre  affirme,  sans  démonstration,  que  ce  genre  est  égal  à  l'unité;  à  moins 
d'une  détermination  directe  des  racines,  qui  constituerait  ici  un  cercle  vicieux, 
il  nous  semble  que  cette  proposition  ne  peut  être  obtenue  que  par  le  théorème 
de  M.  Hadamard  (ou  un  théorème  analogue),  et  il  n'est  pas  vraisemblable  que 
Laguerre  ait  possédé  un  tel  résultat  {voir  Chap.  IV). 
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L'inégalité  (4)  permet  d'obtenir,  dans  le  cas  où  les  coeffi- 
cients k,i  sont  tous  positifs,  une  inégalité  intéressante.  Donnons, 
en  effet,  à  n  successivement  les  valeurs  i,  2,  3,  . . . ,  nous  aurons 

2A0  A2  <    Al, 

3Ai  A3  <2A^, 

,            4A2  A^  <3A|, 

5A3  As  <4A4, 


71  A„     A,j_2<(n  — i)A/^,_i, 
(n-l-i)A„+,A„_i<  nkl, 

et  en  multipliant  membre  à  membre,  ce  qui  est  permis,  puisque 
les  A  sont  tous  positifs, 

{n  -+-  i)ÂoA„+i  <  Al  A„, 

c'est-à-dire,  en  posant  -r-^  =r  c, 
'        ^  Ao  ' 

cA„  c^A„+i  c"+»Ao 

■^ra+i  *^  — ; — r  <-  ■ — 7 — : — ^  <.•••<. 


n -+- 1        n{n-^i)  (n-f-i)! 

Les  coefficients  de  F(^)  sont  inférieurs  aux  coefficients  cor- 
respondants de  la  série  Aq  e^^\  tel  est  le  résultat  que  nous  vou- 
lions obtenir;  il  suppose  que  la  fonction  F(s),  dont  le  genre  est 
inférieur  à  deux,  a  ses  racines  réelles  et  ses  coefficients  tous 
positifs  (les  racines  sont,  dès  lors,  manifestement  négatives). 

Nous  renverrons  aux  Notes  déjà  citées  de  Laguerre  pour  J'ox- 
tension  du  théorème  de  Descartes  aux  fonctions  entières. 


Les  fonctions  de  genre  fini. 

Nous  allons,  toujours  d'après  Laguerre,  indiquer  une  applica- 
tion fort  intéressante  du  théorème  de  Rolle  aux  fonctions  de  genre 
fini  ;  le  principe  de  la  démonstration  semble  d'ailleurs  pouvoir  être 
utilisé  dans  d'autres  recherches  et  mérite  d'être  connu.  S'il  a  jus- 
qu'ici passé  à  peu  près  inaperçu,  c'est  sans  doute  que  la  brièveté 
des  explications  données  par  Laguerre  pouvait  inspirer  des  doutes 
sérieux  sur  la  rigueur  de  sa  démonstration;  j'espère  avoir  comblé 


\/ 


LES   IDÉES   DE   LAGUERRE.  87 

les  lacunes  qui  pouvaient  j  subsister;  c'est  ce  que  Laguerre  aurait 
sans  doute  fait  lui-même  s'il  avait  publié  son  théorème  ailleurs 
que  dans  les  Comptes  rendus;  il  paraît,  dans  tous  les  cas,  bien 
probable  qu'il  possédait,  explicitement  ou  implicitement,  les  élé- 
ments d'une  démonstration  complète  et  rigoureuse  de  son  beau 
théorème. 

Ce  théorème  peut  s'énoncer  comme  il  suit  :  Etant  donnée  une 
fonction  entière  F(s)  de  genre  p  ayant  un  nombre  fini  q  de 
racines  imaginaires  :  i"  la  fonction  dérivée  F'(s)  est  de 
genre  p;  2°  l'équation  ¥'(z)  =  o  a,  comme  on  sait  d'après  le 
théorème  de  Rolle,  une  racine  au  moins  dans  V intervalle  de 
deux  racines  réelles  consécutives  de  V équation  F(:;)^o;  on 
peut  affirmer  de  plus  que,  en  dehors  de  ces  racines  dont  V exis- 
tence est  décelée  par  le  théorème  de  Rolle,  il  y  a  au  plus 
p  -\-  q  autres  racines,  d^ ailleurs  réelles  ou  imaginaires. 

Une  fonction  entière  de  genre  fini  p  est  de  la  forme 

Q{z)  étant  un  polynôme  de  degré/?  au  plus.  On  a  donc 

¥(z)=  lim 


[n  =  m  j^  zP  "1 


c'est-à-dire 

(I)  Fiz)=\imeQ'ni^)P,n(z), 

en  désignant  par  Pm{z)  et  Qto(^)  les  deux  polynômes 


7i  =  ?n 

Z 


p»(=)=n(-- 

71=1 

n: 

Q,«(^)=Q(^)-Hy(^+...+£^ 

n  =  t 

dont  le  dernier  est  au  plus  de  degré/?. 

L'égalité   (i)  est  fondamentale;  remarquons  d'ailleurs  que 
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e^'^^P/w('S)  tend  uniformément  'vers  F(5)  dans  tout  domaine 
fini;  c'est  une  conséquence  de  la  convergence  uniforme  du  pro- 
duit infini. 

La  démonstration  de  Laguerre  repose  essentiellement  sur  la  dif- 
férentiation  de  l'égalité  (i),  ce  qui  fovirnit  l'égalité 

(2)  F'(^)-  li.n  ;^reQ".('-)P,„(^)]; 

nous  allons  montrer  que  cette  opération  est  légitime,  c'est-à-dire 
que  l'égalité  (i)  a  bien  pour  conséquence  l'égalité  (2)5  on  sait 
que,  en  général,  de  l'égalité 

Yiz)=  lim  f,n(z), 

m  =  00 

on  n'a  nullement  le  droit  de  conclure 

F'{z)  =  lim  /;„{z). 

m  =  <K 

Nous  poserons 

(3)  eQ».(  =  )P,„(5)  =  cp,„(^), 

n~°°      /  z\     ""^'""^«^ 

(,__)e  -=+„.(.), 

n  —  in  +  \ 

de  telle  sorte  que  l'on  a 
on  en  conclut 

Nous  voulons  faire  voir  que,  ;:;  restant  dans  un  domaine  fini 
quelconque  (|z|<<R),  <p',„(5)  tend  uniformément  vers  F'(^) 
lorsque  m  augmente  indéfiniment.  Nous  allons,  dans  ce  but, 
évaluer  la  différence  F'(^)  —  cp^„(2).  On  a 

(5)  ^'{z)  —  ^'„,{z)  =  ^',n{z)[^,n{z)~l]-^^,n{z)'Y,n{z). 

Il  est  clair  que,  |  z  \  étant  inférieur  à  R,  il  existe  un  nombre  A 
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tel  que  l'on  ail,  quel  que  soit  m  (  '  ), 

(6)  !?;n(^)i<A, 

(7)  \o,n{z)\<A. 

D'autre  part,  la  convergence  uniforme  du  produit  infini  permet, 
étant  donné  à  l'avance  le  nombre  s,  de  trouver  un  nombre  [x,  tel 
que  pour  /w  >»  tx  l'on  ait 

(8)  |'^„.(^)-i|<£. 

Dès  lors,  si  nous  prouvons  que  le  nombre  {x  peut  être  choisi  de 
telle  manière  que  l'on  ait  aussi 

(9)  lf/«(^)|<s, 

l'égalité  (5)  donnera,  en  tenant  compte  de  (6),  (7),  (8)  et  (9), 

|F'(^) -;-?',„(-)  |<2£A, 
sous  les  conditions 

(10)  -, 

(m     >  [JL, 

le  nombre  p.  pouvant  d'ailleurs  être  déterminé  quels  que  soient  les 
nombres  donnés  d'avance  R  et  e.  C'est  bien  le  résultat  que  nous 
désirons  obtenir. 

Tout  revient  donc  à  prouver  la  possibilité  de  déterminer  a, 
lorsqu'on  donne  R  et  s,  de  manière  à  vérifier  l'inégalité  (9)  sous 
les  conditions  (10).  Pour  cela,  prenons  la  dérivée  logarithmique 
de  l'égalité  (4),  qui  définit  'h„i(z);  nous  obtenons 

'\/,n{z)  Ad      \z  —  a,i        an        al  < 


(')  Pour  démoutrer  l'inégalité  (6),  on  peut  remarquer  que  si  l'on  considère 
un  contour  simple  F  enveloppant  le  cercle  de  rayon  R  et  sur  lequel  il  n'y  ait  pas 
de  zéro  de  F(z),  il  existe  un  nombre  positif  B  tel  que  l'on  ait  sur  ce  contour 

I  9m  I  >  B  et  un  nombre  C  tel  que  Ton  ait  aussi  sur  tout  le  contour     ^^    <  C; 

dès  lors,  si  l'on  pose  A  =  BC,  l'inégalité  (6)  est  vérifiée  sur  tout  r  et  par  suite 
en  tout  point  intérieur. 


x^ 
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Prenons  m  assez  grand  pour  que  l'on  ait 

I  cim+i  I  >  R  ; 

nous  pourrons  écrire 

Mil^-,p  V  _i ^.-.1  V  -L-_.... 

^^{z)  Zà  ai^^  Zà  «r^ 

7i  =  m  H- 1  11  =in  +  '\. 

Or,  en  désignant  par  r,i  le  module  de  «,,,  on  a  visiblement,  /',/ 
croissant  avec  n^ 


2d     aP^^ 

=  m- 
l  =  oc 

2 


n  =  /«  +  1 
n  =  00 


< 


Zd       l-P^^ 
n  =  m  +  \ 

n  =  00 


I 


Dès  lors,  si  nous  posons 


Zj     TpTT  —  ■^'«' 


il  vient,  puisque  le  module  de  z  est  inférieur  à  R, 


<V/«  (  z  ) 


c'est-à-dire 


\^'m{^)\<\^m{z) 


Rp 


R 


Ore+l 


Cette  inégalité  établit  notre  proposition,  car  |(];„i(5)|  tend  uni- 

R^ 
formément  vers  un,  le  facteur est  fini,  et  la  série 

1 


2à  r''+^ 


étant  convergente,  on  peut  choisir  [jl  de  manière  que  ri,,,  soit  infé- 
rieur à  un  nombre  donné  d'avance  pour  toutes  les  valeurs  de  m 
supérieures  à  [jl. 
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On  démontrerait  de  même  que  œ"„(2)  tend  uniformément  vers 
F"(s)  (z  restant  dans  un  domaine  fini  quelconque  donné  d'avance). 
On  écrirait  d'abord  l'égalité 

et  il  suffirait  de  démontrer  que  Ymi^)  '-^nd  uniformément  vers 
zéro  ;  on  y  arrive  aisément  en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres 
de  (i  i);  on  obtient 

'\'m{z) 


et  l'on  montre  par  le  procédé  déjà  employé  que  la  série  peut  être 
rendue  aussi  petite  que  l'on  veut,  en  prenant  m  assez  grand. 
Nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Étant  donnée  la  fonction  de  genre  p  : 

n  =  «  j^ 

F(.)  =  .QU,JJ  (,_-£.)/- 


on  obtient,  en  prenant  seulement  m  facteurs  dans  le  produit 
infini 


F(5>=  lim  eQm(s)p,„(2)=  Hm  cp,„(z) 


et  l'on  a 


¥'{z)  =  lim   4-  [«^'"'''  P'«(-)]  =  '^"ï  ?'«(^)' 

m  —  00   UZ  m  =  00 

F\z)  =  iim    -^  [eQmi^)P,„(z)]  =  lim  o';„iz). 

m  =  00  az  m  =  co 

D'ailleurs,  lorsque  z  est  dans  un  domaine  fini  quelconque  donné 
d'avance,  cp„j,  cp',,j,  (p^,^  tendent  uniformément  vers  leurs  limites. 

Ces  résultats  sont  établis  indépendamment  de  toute  hypothèse 
sur  la  réalité  des  zéros  a^;  nous  allons  maintenant  supposer  que, 
sauf  un  nombre  limité,  ces  zéros  sont  réels  et  distincts  (la  der- 
nière hypothèse  n'est  pas  nécessaire;  rien  d'essentiel  ne  serait 
changé  s'il  y  avait  des  zéros  multiples,  mais  les  raisonnements 
seraient  allongés  sans  aucun  profit).  Pour  préciser  nous  suppose- 
rons que,  parmi  les  a„,  q  seulement  sont  imaginaires;  de  plus  nous 


v 


42  CHAPITRE    II. 

supposons  que  la  fonction  F(z)  est  réelle  (q  est  dès  lors  un 
nombre  pair).  Le  poljnome  Pm{z)i  dont  les  zéros  sont  a, ,  «o,  . .  . , 
am,  a  donc  au  moins  m  —  q  zéros  réels;  l'équation 

(p,„(^)  =  o 

ajant  m  —  q  racines  réelles,  l'équation  dérivée 

cp;„(2)  =  o 

a  au  moins  m  —  q  —  i  racines  réelles,  lesquelles  sont  comprises 
dans  les  intervalles  formés  par  les  m  —  q  premiers  zéros  réels  de 
F{z).  On  a  d'ailleurs 

cp,„(^)==eQ^(^)P,„(^), 

Le  degré  de  Q^m(z)  étant  au  plus  égal  à  /?,  on  voit  que  'f'„(^)  est 
le  produit  d'un  facteur  exponentiel  par  un  polynôme  de  degré  au 
plus  égal  à  m  +/>  —  i  ;  donc  'f'„i{z)  a  au  plus  m  -\-  p  —  i  zéros  et 
comme  m  —  q  —  i  au  moins  sont  réels,  il  y  en  a  au  plus  : 

m  -^  p  —  1  —  (  m  —  q  —  \)  =i  p  -\-  q 

qui  sont  imaginaires  (^). 

Or  «p'„j(-3)  a  pour  limite  F'(z);  on  est  ainsi  porté  à  croire  que 
F'(2)  admet  au  plus /)  +  ^  zéros  imaginaires;  il  est  aisé  de  véri- 
fier cette  induction  par  un  raisonnement  rigoureux. 

Considérons  un  contour  fermé  quelconque  C  sur  lequel  ne  se 
trouve  aucun  zéro  de  F'(s);  nous  supposerons,  pour  fixer  les 
idées,  que  G  est  un  contour  simple,  par  exemple  un  cercle  de 
rayon  R. 

Il  est  clair  qu'il  existe  un  nombre  H  tel  que  l'on  ait,  sur  tout 
le  contour  C, 

iF'(-s)i>n. 

D'autre  ])art,  ^„j(^)  tendant  uniformément  vers  ¥'{z)^  on  peut 
déterminer  un  nombre  [a  tel  que,  pour  m  >>  u,  l'on  ait,  quel  que 
soit  z  sur  C, 


(  '  )  On  peut  remarquer  que,  lorsque  p  est  impair,  p-^q  tsi  impair  et,  par  suite, 
?„i(^)  étant  réel  a  au  plus/J  +  ^r  —  i  zéros  imaginaires. 
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et  dès  lors  on  a,  quel  que  soit  m  ^  /ut  et  quel  que  soit  z  sur  C, 

i?;«(-s)!>f- 

Cela  posé,  considérons  l'intégrale 

et  faisons  croître  indéfiniment  m  à  partir  de  la  valeur  [x.  Il  résulte 
manifestement  de  ce  qui  précède  que  l'on  a 

,.      ,         ,  I       rF"(z)dz 

171  =  00  '^'''^Jc  (^^ 

Mais  on  sait  que  J^  est  un  nombre  entier,  égal  au  nombre 
des  zéros  de  ^'jn{z)  compris  à  V intérieur  de  C.  Donc,  ce  nombre 
est  constant  à  partir  d' une  certaine  valeur  de  m  (laquelle 
peut  dépendre  du  contour  G)  et  égal  au  nombre  des  zéros  de 
F'(z)  compris  à  V  intérieur  du  même  contour. 

Cela  posé,  prenons  un  contour  C  renfermant  à  son  intérieur 
les  h  zéros  réels  «„  de  ^{z)  dont  le  module  est  le  plus  petit;  sup- 
posons, de  plus,  pour  plus  de  netteté,  que  le  contour  C  rencontre 
la  partie  positive  et  la  partie  négative  de  l'axe  réel  en  deux 
points  {*)  qui  soient  des  zéros  dé  F(^)  (non  comptés  parmi  les 
h  intérieurs).  Le  contour  C  comprend  ainsi  à  son  intérieur  h-\-  i 
des  intervalles  I  que  séparent  sur  l'axe  réel  les  zéros  de  F(z)  et, 
par  suite,  h-\-i  zéros  réels  de  F'(s),  puisque  chacun  de  ces 
intervalles  en  renferme  au  moins  un. 

D'autre  part,  dès  que  m  —  q  dépasse  A  H- 2,  parmi  les 
m  —  q  —  I  zéros  réels  de  Om{z),  compris  dans  les  intervalles  I, 
h  -\-  I  seulement  sont  intérieurs  à  C;  les  autres,  au  nombre  de 

m  —  q  —  I  — {h  -\-i)  =  m  —  q  —  /i  —  2, 
sont  extérieurs  à  C;  nous  ne  savons  d'ailleurs  rien  sur  les/?  +^ 


C)  Une  légère  modification  devrait  être  introduite  dans  le  cas  où  les  a„  réels 
n'augmenteraient  pas  indéfiniment  par  valeurs  tantôt  positives,  tantôt  négatives, 
mais  par  valeurs  toutes  de  même  signe 
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autres  zéros  de  o„i(z)  (qui  peuvenl  être  réels  ou  imaginaires), 
mais  le  nombre  total  des  zéros  de  'fm{z)  étant  m  -\-  p  —  i ,  il  y  en 
a  au  plus 

m  +  p  —  1  —  (/n  —  q  —  h  —  i)=z  p  -{-  q  -hA-i-i 

à  V intérieur  de  C.  Ce  nombre  est  indépendant  de  m;  donc 
F'(^)  a  au  plus  p  -\-  q  -\-  h  -\-  i  zéros  à  l'intérieur  de  C.  Or,  nous 
connaissons  déjà  les  h-\-i  zéros  compris  dans  les  intervalles  I; 
donc  il  y  a  au  plus  p  -\-  q  zéros  de  V{z)  extérieurs  à  ces  inter- 
valles et  intérieurs  à  C.  Mais  rien  n'empêche  de  faire  croître 
indéfiniment  le  nombre  h  et  avec  lui  le  contour  C;  le  même 
résultat  subsiste  toujours,  et  nous  arrivons  à  l'important  résultat 
de  Laguerre.  En  dehors  des  zéros  compris  dans  les  intervalles  I 
(un  dans  chaque  intervalle)  et  dont  l'existence  est  une  consé- 
quence nécessaire  du  théorème  de  Rolle,  la  fonction  F'(;3)  a 
au  plus  p  -\~  q  zéros  sur  la  position  desquels  on  ne  sait  rien. 
\la  particulier,  si  g  ^  o,  c'est-à-dire  si  l'équation 

a  toutes  ses  racines  réelles,  l' équation 

¥\z)  =  o 

a  au  plus  p  racines  imaginaires.  Ce  nombre  maximum  se  réduit 
d'ailleurs  évidemment  kp  —  i  lorsque/?  est  impair,  de  sorte  que 
nous  retrouvons,  comme  cas  particulier,  l'un  des  résultats  du 
paragraphe  précédent. 

Il  reste  à  prouver  que  la  dérivée  F'(^)  est  bien  de  genre  p. 
D'abord,  ou  démontrera  comme  précédemment  que  si  l'on  désigne 
par  bn  les  zéros  de  F'(s),  la  série 


^\b. 


est  convergente  ou  divergente  en  même  temps  que  la  série 


Cela  résulte  de  ce  que  les/?  +  q  zéros,  sur  la  position  desquels 
on  ne  sait  rien,  sont  sans  influence  sur  la  convergence  ou  la  diver- 


s/ 
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gence;  les  autres  sont  situés  dans  les  intervalles  I,  à  raison  d'un 
et  d'un  seul  dans  chaque  intervalle. 

Considérons  maintenant  un  point  bu  et  entourons-le  d'un 
cercle  y„  assez  petit  pour  ne  renfermer  à  son  intérieur  aucun 
autre  zéro  de  F'(^);  il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  m,  ce  cercle  contiendra  un  zéro  et  un 
seul  de  ^„t(^);  nous  dirons  que  ce  zéro  de  ^'„i{^)  est  celui  qui 
tend  vers  bn]  il  est  clair,  en  effet,  que  sa  distance  à  bn  tend  vers 
zéro  lorsque  m  croît  indéfiniment,  puisque  le  cercle  y,!  peut  être 
pris  aussi  petit  que  l'on  veut. 

Remarquons  maintenant  que,  étant  donné  un  cercle  de  rayon  R 
aussi  grand  que  l'on  veut,  mais  fixe,  on  peut  prendre  [x  assez 
grand  pour  que,  lorsque  m  dépasse  pi,  chaque  zéro  de  ^'„i{z)  inté- 
rieur à  ce  cercle  tende  vers  un  zéro  déterminé  de  F'(2),  C'est  une 
conséquence  du  fait  que  [x  peut  être  pris  assez  grand  pour  que  les 
zéros  de  «p^j(5)  soient  en  même  nombre  que  ceux  de  F'(:;);  dès 
lors,  ceux-ci  étant  en  nombre  limité,  on  peut  choisir  les  cercles  y^ 
et  déterminer  ensuite  pt  en  prenant  le  plus  grand  des  nombres  m 
qui  correspondent  à  chacun  de  ces  cercles. 

Ces  préliminaires  étant  établis,  désignons  par 

0(m)        oim)  '      Mm)  0(m) 

Pi     >      P2     »       •••»       rn.     )       •••)      Pm+p-\ 

les  zéros  de  ç'„j(^)  6t  supposons  que  ^1"''  ait  pour  limite  6«  lorsque 
m  augmente  indéfiniment  (').  Dès  lors,  considérons  les  deux 
produits 

n-ni+p-l  _£_       1  /    ;    \-  ^  f     ^    Y 


n  —  l 


,„  ■-_,«-.    iiz)'*-*î,ik)' 


n  =  l 

Ce  dernier  est  convergent  à  cause  de  la  remarque  faite  tout  à 
l'heure  et  représente  par  suite  une  fonction  entière. 


(')  Lorsque  l'on  donne  n,  on  peut  déterminer,  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  m,  quelle  est  celui  des  zéros  de  o'„i{z)  qui  tend  vers  è„;  on  le  désigne  par  prt"^ 
Pour  les  valeurs  inférieures  de  m,  il  subsiste  un  certain  arbitraire  dans  la  nota- 
tion ;  mais  on  verra  que  cela  n'a  pas  d'importance.  L'essentiel  est  que  p'„""  ait 
un  sens  précis,  lorsque  n  est  donné,  pourvu  que  ni  soit  assez  grand. 


\^ 
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Nous  allons  prouver  que  lorsque  m  augmente  indéfiniment, 
V„i[z)  tend  uniformément  vers  G(;)  à  l'intérieur  de  tout 
domaine  fini.  En  d'autres  termes,  quels  que  soient  les  nomijres 
donnés  d'avance  R  et  s,  on  peut  déterminer  p.  de  manière  que 

l'on  ait 

|r,„(^)-G(z)i<£, 

sous  les  seules  conditions 

m  >  ,a,        I  ^  |<  R. 

Nous  omettrons  la  démonstration  de  cette  proposition,  qui  est 
un  peu  longue,  mais  qui  ne  présente  aucune  difficulté  et  que  le 
lecteur  reconstituera  aisément.  Il  importe  seulement  d'observer 
qu'il  ne  suffît  pas  de  savoir  que  ^',^'  tend  vers  ha\  il  faut  encore 
s'appuyer  sur  deux  remarques  que  nous  avons  eu  soin  de  faire  : 
1°  sauf  un  nombre  limité,  les  Z>^"''  sont  dans  les  intervalles  I5  2°  un 
contour  G  et  un  nombre  V]  étant  donnés,  on  peut  déterminer  m 
de  manière  que  chaque  (3,^''  intérieur  à  G  soit  à  une  distance  de  h,i 
inférieure  à  yj. 

Reprenons  maintenant  l'égalité 

F'(^)=  lim  o'^{z)   =  lim  eQ-n(s)p,„(^). 

in=  X  m  =  <o 

Remarquons  que  T„i(z)  ayant  les  mêmes  zéros  que  (o'^fz), 
l'on  a 

d'ailleurs 

G(z)=  lim  T„,(z). 

/n  =  00 

On  a  donc  pour  toute  valeur  de  z 

F!i^  =   lim  1^  =  lim  eQ.(2)-R.U), 

car  la  seule  difficulté  pourrait  résulter  des  zéros  de  G (5)  et  de 
Yfn{z)^  mais  elle  disparaît,  puisque  ces  zéros  appartiennent  res- 
pectivement à  F'(z)  et  à  ^^(^). 

3fais  Qm{^)  —  R/m(5)  est  un  polynôme  de  degré p  au  plus; 
nous  voyons  que  ce  polynôme  tend  vers  une  limite  lorsque  m 
augmente  indéfiniment,  c'est-à-dire  qu'il  existe  une  fonction  bien 


^ 
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déterminée  S(z)  telle  que  l'on  ait,  quel  que  soit  z, 

lim   [Q„,(^)-  R,„(5)]  =  S(3). 

Il  est  clair  que  S{z)  ne  peut  être  qu'un  polynôme  de  degré  au 

plus  égal  à  /?  et  l'on  a 

F'(z)  =  eS(c)G(z), 

ce  qui  prouve  bien  que  le  genre  de  F'{z)  est  égal  à  p.  C'est  ce 
que  nous  voulions  établir.  Nous  démontrerons  plus  loin  un  ré- 
sultat bien  plus  général,  puisque  nous  ne  supposerons  rien  sur  la 
réalité  des  racines  de  F(s),  mais  un  peu  moins  précis,  car,  dans 
certains  cas,  il  restera  douteux  si  le  genre  de  F'(^)  esl  p  ou  p-\-  i. 
Il  n'est  pas  invraisemblable  qu'il  y  ait  moins  de  difficultés  à  lever 
ce  doute  par  des  méthodes  de  nature  algébrique,  analogues  à  celle 
que  nous  venons  de  développer  d'après  Laguerre,  que  par  les 
méthodes  à  caractère  nettement  transcendant  auxquelles  est  con- 
sacré la  fin  de  cet  Ouvrage  et  dont  nous  trouverons  l'origine  dans 
un  important  Mémoire  de  M.  Poincaré.  Peu  de  travaux  ont  été 
faits  dans  cette  direction;  signalons  cependant  des  recherches 
intéressantes  de  MM.  Cesaro  ('),  Vivanti  (2),  Bassi  (3),  se  rap- 
portant surtout  aux  fonctions  de  genre  quelconque  privées  de 
facteur  exponentiel.  Bien  que  cette  dernière  hypothèse  soit  assez 
artificielle  et  ne  soit  guère  justifiée  que  par  le  désir  d'obtenir  des 
résultats  simples,  les  méthodes  suivies  par  ces  divers  géomètres 
sont  peut-être  susceptibles  d'extension  et  il  y  avait  lieu  de  les  men- 
tionner. 


(')  Giornale  di  Battaglini,  t.  XXII  (1884 )  et  Comptes  rendus,  t.  XCIX. 

(2)  Ibid.,  t.  XXII  et  XXIII  (1884-1880). 

(')  Rendiconti  del  R.  Ist.  Lomb.,  série  II,  vol.  XXVI  (1895). 
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LES    INEGALITES    DE    M.     POINCARE. 


Dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  entières  ('),  M.  Poincaré 
a  mis  en  évidence  deux  faits  de  la  plus  grande  importance  :  il  a 
indiqué  une  relation,  d'une  part,  entre  l'ordre  de  grandeur  d'une 
fonction  entière  et  son  genre  supposé  fini,  et,  d'autre  part,  entre 
l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction  et  l'ordre  de  grandeur  de  ses 
coefficients.  Le  premier  paragraphe  de  ce  Chapitre  est  consacré  à 
l'exposition  des  résultais  mêmes  de  M.  Poincai'é,  les  deux  sui- 
vants, à  des  développements  qui  se  rattachent  respectivement  aux 
deux  faits  qui  viennent  d'être  signalés. 

Le  Mémoire  de  M.  Poincaré. 
Considérons  d'abord  une  fonction  de  genre  zéro 


a<i/ 


la  série 


<■'  %k 


est  supposée  convergente.  Nous  allons  prouver  que,  a  étant  un 

nombre  réel  et  positif  quelconque,  si  l'on  désigne  par  r  le  module 

de  ^,  on  a 

lim  e-^r  F(s)  =  o. 

En  d'autres  termes,  a  étant  choisi,  comme  il  a  été  dit,  si  l'on  se 
donne  un  nombre  positif  arbitraire  £,  on  pourra  trouver  un  nombre  c 

(')  Bull,  de  la  Soc.  math,  de  France,  i883. 


LES   INÉGALITÉS   DE   M.    POINCARÉ.  49 

tel  que  l'inégalité 

r  >  o 

entraîne 

I  e-<^^F{z)\  <£. 

Pour  le  prouver,  remarquons  que,  la  série  (i)  étant  convergente, 
on  peut  trouver  des  nombres  positifs  (non  nuls) 

ai,     a»,      ...,     a„,      ..., 

tels  que  l'on  ait 

a  =  a, -4-  a2  H- .  . . -î-  a„ -4- .  . . 

et  que  de  plus,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  l'inégalité 


(2) 


—      <«« 


soit  vérifiée  (').  Supposons-la  vérifiée  pour  n^  m;  le  nombre  m 
est  fixe,  c'est  à-dire  ne  dépend  pas  de  z.  Nous  voulons  étudier  le 
produit  e"^'"  F(:;);  nous  écrirons 

et  nous  poserons 

m 

1 
de  telle  sorte  que  l'on  a 


(')   En   effet,  la  série  (i)  étant  convergente,  il  existe  un  nombre  m  tel  que 
Ton  ait 

2yUUp<a. 

^  I  a„  I 
m  +  l 

a  —  3  1    I    I 

On  prendra,  pour  n<  m,  a„= el  pour  n>  m,  a„=  2    —   • 

B.  4 


5o 
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D'après  la  forme  même  du  produit  P^  il  est  clair  que  l'on  peut 
prendre  r  assez  grand  pour  vérifier  l'inégalité  ('  ) 

Nous  allons  montrer,  d'autre  part,  que  l'on  a,  pour  toute  valeur 

de  Zj 

Ci)  |R;«|^t; 

il  en  résultera  bien 

|PmR/«| -!«-«'•  F(3)|<e. 

Pour  démontrer  l'inégalilé  (3)  il  suffit  de  faire  voir  que  le  mo- 
dule de  chaque  facteur  de  Rm  est  au  plus  égal  à  l'unité.  Or  on  a 


Donc 


z 

z 

l- 

an 

"i  I  -r- 

a„ 

puisque    —    — (x,i  est  négatif  en  vertu  de  (2).  On  voit  que  l'on 

a  R„j  -<  I ,  sauf  pour  z  =  o. 

Le  premier  théorème  de  M.  Poincaré  est  donc  démontré;  son 
auteur  l'énonce  sous  la  forme  suivante  :  a  étant  un  nombre  quel- 
conque, le  produit 

tend  vers  zéro  lorsque  z  augmente  indéfiniment  avec  un  ar- 
gument déterminé,  cet  argument  étant  tel  que  e~^'  tende  vers- 
zéro.  Si  l'on  pose 


on  a 
et 


en  posant 


az  —  p7'[cos(cp  -1-  6)  -I-  i  sin(cp  -1-  6;] 

I  e'''^  I  =  gpr  cos((p-|-Q)  __  g— ar 

a  =  —  p  cos(cp  -+-6). 


(')  En   effet,    P„,   est  de  la  forme  e  '"'miz),  vj{z)  étant  un  polynôme  et  k  un 
nombre  positif;  on  a  manifestement 

P(/")  étant  un  certain  polynôme  en  r;  donc  |  P^  |  tend  vers  zéro  lorsque  /•  aug- 
mente indéfiniment. 
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L'hypothèse  faite    sur  e'^''    entraîne   que   a  est   positif;   nous 
sommes  ainsi  ramené  au  théorème  que  nous  avons  démontré. 
Considérons  maintenant  une  fonction  de  genre/), 


le  polynôme  Q(5)  est  au  plus  de  degré/»  et  la  série 


I 


est  convergente.  Nous  allons  prouver  que,  /■  désignant  le  module 
de  z  et  Oi  étant  un  nombre  positif  arbitraire,  le  produit 

tend  vers  zéro  en  même  temps  que  -• 

Dans  ce  but  nous  allons  d'abord  faire  voir  que,  le  nombre  p 
étant  donné,  on  peut  déterminer  un  nombre  k  tel  que  l'on  ait, 
quel  que  soit  u^ 

111    II-  iip  I 

(i—  a)e~i^"2"^--+7|  <eA!«if+'^ 

Remarquons  d'abord  que  le  produit 

e-i«iP+-(i_„)ei^2-+---^7 

tend  vers  zéro  lorsque  |  u\  augmente  indéfiniment;  il  existe  donc 
un  nombre  R  tel  que  ce  produit  soit  inférieur  à  l'unité  lorsque  |  u  1 
dépasse  R. 

Considérons  maintenant  les  valeurs  de    u  telles  que  |  u  1  soit 
compris  entre  ^  et  R^  soit  M  le  maximum  du  module  du  produit 

Il      II*  iiV 

1 h.  ..H 

(i  —  M)e»      ^  P, 

lorsque  u  prend  toutes  ces  valeurs;  déterminons  le  nombre  A^'par 
la  condition 

on  aura  évidemment,  pour  toutes  les  valeurs  de  u  considérées, 

I  It       II-  iiF  ] 


M<e 
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Enfin,  supposons  le  module  de  a  inférieur  à  ^;  on  a 

*'  L  ^  J  p  ^  i         p  ^i 

La  valeur  absolue  de  ce  logarilhme  est  donc  inférieure  à 

\u\P+\         I      ,        1,1        ,     .  I  .  /  I  «  1''^'  ï  /  9.  I  «  iP+i 


p  -^  \     I  —  \u\  P  -^  i 

et,  puisque  /?  est  au  moins  égale  à  un,  inférieure  à  |  u  |^+'  ,  on 
a  donc  encore,  pour  ces  valeurs  de  u. 

Il  suffit  donc,  pour  que  l'inégalité 

I  II       11^  iiF  I 

soit  vérifiée  pour  toute  valeur  de   u^  de  prendre  k  égal  au  plus 
grand  des  deux  nombres  k'  et  un('). 

Ce  point  étant  établi,  reprenons  la  fonction  F(g),  et  détermi- 
nons les  nombres  positifs  a,,  de  manière  que 

a  =  ai -;- a2 -+-... -t- «rt -+-... , 

et  que  de  plus,   pour  les   valeurs  de  n  supérieures  à  un  nombre 
fixe  m,  Ton  ait 

a,i  —  k 


k  étant  le  nombre  que  nous  venons  de  définir.    Cela  est  possible, 
puisque  la  série 

est  convergente.  Le  nombre  m  étant  fixé,  nous  décomposerons 
g-arp-rip^^^  en  deux  facteurs;  nous  poserons 


n:=m 


n  =  l 


(')  On  vérifierait  aisément  que  l'on  a  A''>  i,  mais  ce  point  est  ici  sans  impor- 
tance. 
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et 


n 


—  )  e"» 


P"n' 


11  résulte  de  la  manière  dont  a^  a  été  choisi  que  tous  les  facteurs 
de  Rto  ont  un  module  inférieur  à  l'unité  et,  d'autre  part,  il  est 
visible  que  le  produit  P,„  tend  vers  zéro  lorsque  /■  augmente  indé- 
finiment, car  il  est  de  la  forme 

^{z)  e\,r^s^(^z)  étant  des  polynômes,  ce  dernier  de  degré  au  plus 
égal  à  jD,  et  c  une  constante  positive. 

Donc  le  produit  P^  R^,  c'est-à-dire  g-*'"''^'  F(z)  tend  vers  zéro. 

c.  Q.  F.  D. 

Tel  est  le  premier  des  importants  résultats  dus  à  M.  Poincaré; 
il  nous  sera  commode  de  l'énoncer  sous  la  forme  suivante  :  nous 
désignerons  par  M(r)  le  maximum  du  module  de  la  fonction  en- 
tière F(5)  lorsque  le  module  de  z  est  égal  (')  à  r.  Lorsque  la 
foncLîon  F(^)  est  de  genre  p^  Con  a 

M(/')<e<="''^' 

quel  que  soit  le  nombre  positif  a,  pourvu  que  r  soit  assez 
grand.  Nous  exprimerons  aussi  ce  fait  en  disant  que  la  fonction 
positive  croissante  M(r)  est  inférieure  à  e°"''^',  ou  que  Vordre 
de  grandeur  de  M(/-)  est  inférieur  à  celui  de  e*"'^'. 

Que  peut-on  conduire  de  ces  résultats  pour  le  développement 
en  série  de  F(;ï);  nous  poserons 

'  F(2)  =  Ao-h  Ai3-{- A222-I-...-+- A„,^"'-h..., 

et  nous  considérerons  l'intégrale,  prise  suivant  un  chemin  réel, 

Il  étant  un  nombre  positif  arbitraire.  Il  est  manifeste  que  cette  in- 
tégrale a  un  sens,  quel  que  soit  z,  car,  quel  que  soit  a,  on  a,  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  r, 

et  lorsque  j  z  |  est  donné,  on  peut  prendre  a  de  manière  que  a  |  z  j^"^' 
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soit  inférieur  à  un;  l'intégrale  a  dès  lors,  à  partir  d'une  certaine 
valeur  de  r,  ses  éléments  inférieurs  en  module  à  ceux  de  l'inté- 
grale convergente 

e-tirv  +  ^rh^,.,  r;>o. 


/ 


L'intégrale  J(^)  représente  donc  une  fonction  analytique  de  z 
dépourvue  de  singularités  à  distance  finie,  c'est-à-dire  une  fonc- 
tion entière.  Or  on  obtient,  en  remplaçant  ¥[rz)  par  son  dévelop- 
pement en  série, 

i{z)  =  BoH-  Biz  -^-. .  .-H  B,„5"'-H. . . 


avec 

B, 


=  ^'^m  f   (  /?  +  i)e-'-P-^'  /■'«+/'  dr  =  A„, r 


m  -h  h  -\-  i 


P  -t-  I 


comme  on  s'en  assure  en   faisant  /■^+'  =  t.  On  a  posé,  suivant 
l'usage, 

(i)  r(a7)  =  f    e-H^-^  dt 


Mais  J(^)  étant  une  fonction  entière,  B;^  tend  vers  zéro  lorsque  m 
augmente  indéfiniment.  On  obtient  ainsi  la  seconde  proposition 
de  M.  Poincaré  :  la  fonction  F(5)  étant  de  genre  /?,  le  produit 

tend  vers  zéro  lorsque  m  augmente  indéfiniment.  On  peut 
même,  comme  l'a  fait  observer  M.  Hadamard,  affirmer  que  la  ra- 
cine m**^""^  de  ce  produit  tend  vers  zéro. 

On  peut  donner  des  formes  un  peu  diff"érentes  au  théorème  de 
M.  Poincaré;  pour  ne  rien  emprunter  à  la  théorie  de  la  fonction 
Y(^x),  nous  remarquerons  simplement  que,  d'après  (i),  celte 
fonction  croît  avec  x  et  que,  m  étant  entier,  on  a 

r  (  /?H-  I  )  =  m  ! 

Gela  étant,  considérons  le  produit  (ma)l,  m  el  a  étant  deux  en- 
tiers, on  a  visiblement 

{ma)\  =  i,  2,  3,  . . .,     «(«-+-)). .  .{m.a  —  i)ma<,a'^{'iaY{^aY. .  .{maY, 

puisque  l'on  a  ainsi  remplacé  chacun  des  a  premiers  facteurs  par 
le  plus  grand  d'entre  eux,  a;  chacun  des  a  suivants  par  le  plus 
grand  d'entre  eux,  2a,  etc. 
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On  a  donc 

(m«)!  <«'"«( m! )«, 

ou  bien 

[( ma) !]'"'<  «'"m!  . 

Or 

m!  =  r(m-t-i); 

on  a  donc,  a  fortiori,  si  x  est  un  nombre  supérieur  à  m, 

[(ma)  ! ]"  <  a"' r ( a?  4-1  ). 

Soient  maintenant  pi  un  entier  quelconque,  ma  le  multiple  de  a 
immédiatement  supérieur  à  [x;  on  a  ma  —  [i.  <<  «,  et  l'on  obtient, 
[x  étant  plus  grand  que  m, 

([ji!)«<  f(/na)!]"<  a"'  r(3r -f- 1)<  aiJ-r(a7 -+- 1). 

D'ailleurs^  est  un  nombre  quelconque  supérieur  à  m;  donc  ax 
est  supérieur  à  am  et,  par  suite,  à  [j.  +  a;  c'est-à-dire  que  x  est 

supérieur  a  ^ 

Cela  posé,  remarquons  que  la  fonction  F(^)  étant  une  fonction 
de  genre  /?,  il  en  est  de  même  de  Yi^az)  ;  nous  pouvons  donc  rem- 
placer A(j,  par  a!*A^  et  affirmer  que,  quel  que  soit  «,  le  produit 


tend   vers   ziéro   lorsque   [x    croît   indéfiniment;    nous   prendrons 
a=:/)4-i  etA  =  2yo  +  i;  dès  lors 

LU.  -+-  /i  -+- 1         u.   ■-  a 

^ =  ^- hi, 

/>  -f- 1  a 

et  l'on  a 

Donc  /e  produit 

1 

fenf/  vers  zéro  lorsque  [x  augmente  indéfiniment  (');  telle  est 
(')  On  aui-ait  pu  voir  que  la  racine  [x'*"'"  de  ce  produit  tend  vers  zéro. 
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la  forme  que  l'on  peut  donner  an  second  ihéorème  fondamental 
de  M.  Poincaré;  on  peut  dire  aussi  que  l'on  a,  à  partir  d'une  cer- 
taine valeur  de  jj., 

En  particulier,  pour  une  fonction  de  genre/?  =;  o,  on  a,  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  m, 


Nous  verrons,  dans  le  Chapitre  suivant,  quels  importants  com- 
pléments a  apportés  M.  Hadamard  aux  propositions  de  M.  Poin- 
caré, en  en  démontrant  les  réciproques;  nous  allons  terminer  ce 
Chapitre  en  montrant  comment  l'introduction  de  la  notion  de 
l'ordre,  à  la  place  de  celle  du  genre,  permet  d'obtenir  des  inéga- 
lités plus  précises  que  celles  de  M.  Poincaré. 

Le  module  maximum  des  fonctions  d'ordre  p. 

Considérons  un  produit  de  facteurs  primaires  de  genre  p  >>  o, 
sans  facteur  exponentiel  ;  c'est  ce  que  nous  appellerons  un  pro- 
duit canonique  de  facteurs  primaires, 


f          z  ^ 

z               7.^ 

'.F 

«=1 

Nous  savons  que,  r^  désignant  le  module  de  ««,  la  série 

y-- 

^^    Il 

est  convergente;  nous  supposerons,  de  plus,  que  l'on  sache  que  la 
série 

est  convergente,  o-  étant  un  nombre  inférieur  à  />  ^-  i .  Nous 
allons  montrer  que,  e  étant  un  nombre  positif  arbitraire  donné  à 
l'avance,  l'inégalité 

I  ¥{z)  I  <  e^'" 
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est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  r  dépassant  un  nombre 
fixe.  On  voit  que  si  l'on  fait  o-  =;  p  -(-  r ,  c'est-à-dire  si  l'on  sup- 
pose seulement  la  convergence  de  la  série 


notre  proposition  se  réduit  à  celle  de  M.  Poincaré;  il  est  inutile  de 
la  démontrer  de  nouveau  dans  ce  cas;  nous  supposerons  donc 
essentiellement  p  -\-  \  —  ^positif  et  non  nul.  Nous  supposerons 
aussi  a-  —  p  positif. 

La  série  (i)  à  termes  positifs  décroissants  étant  convergente, 
nous  pouvons,  le  nombre  positif  iri  étant  donné  à  l'avance,  trouver 
un  nombre  m  tel  que  l'inégalité 

n'^  m 
entraîne 

D'autre  part,  nous  savons  qu'il  existe  un  nombre  A'  tel  que  l'on 
ait,  quel  que  soit  u, 


Il      m'  uf 

(i  — a)e»      «  P 


<e*l 


Cela  posé,  désignons  par  r  le  module  de  z  et  déterminons  le 
nombre  n  par  la  condition 

Le  nombre  'r\  étant  donné  d'avance,  nous  avons  pris  r  assez  grand 
pour  que  l'on  ait  /i  >  m. 

Nous  allons,  pour  évaluer  le  module  de  F(5),  considérer 
d'abord  le  produit  des  n  premiers  facteurs  primaires,  puis  le  pro- 
duit des  facteurs  restants. 

Considérons  d'abord  le  produit 

Nous  savons  que  l'on  a 

II—  "^-1  <  J'^l  =  e'^. 
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Il  en  résulte 

|P« 

1^11        '■'       2'-,* 

1=1 

c'est-à-dire 

Nous  allons  chercher  une  limite  supérieure  de  la  somme 

II 

Nous  savons  que,  pour  n  >>  m,  l'on  a 
Il  en  résulte 

n  n 

I     V^     1 


27^<^^-^i2 


2      „T 


en  désignant  par  c\  une  constante  positive  indépendante  de  n. 
Cette  constante  dépend  d'ailleurs  de  v],  de  même  que  m.  On  a, 
d'ailleurs, 


2:4<r^<^" 


(T-X 


Comme  on  a 


il  en  résulte,  o-  --  À  étant  positif, 

n 


Donc 

n 

,   V^     I  ,  /•'^  (T 

1       ' 
et  enfin 

5(f,  ;-H +-    Cj/'Sh )+...+  -(  Cpr;"  H ) 

IP      \<e  Y1<J   a  — 1/       2\    '  rio<T-2/  pV  '^  tfd-p 
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Donnons-nous  maintenant  d'avance  un  nombre  e  ;  nous  choisi- 
rons le  nombre  yj  de  manière  que  l'on  ait 

I     r     2<T  T  (T  (T  "I 

rj<ï  [a  — 1  "^  '2(cr  — ?,)        6{(j—i)    '    '"        p(,<^—p)]        ^' 

le  nombre  7\   étant  ainsi  choisi,   les  constantes   c\  seront  déter- 
minées ;  nous  prendrons  r  assez  grand  (  '  )  pour  que  l'on  ait 

iCir  -^. —  Co  r2  -+-  ...  -\-  c„rP  <C.  sr", 
1 

et  l'on  aura  dès  lors 

I  P«  1  <  e-^^r\ 

Il  nous  reste    à  trouver  une  limite  supérieure  du  module  du 
produit 


«=n 


zV 
V 


I \e 


Or  nous  avons  vu  que  le  module  de  chaque  facteur  de  ce  pro- 
duit est  inférieur  à 

.1  z  IP+'  ,  I  r  IP+i 

e  1  "i  I      =  e  I  '•.  I 
On  a  donc 

lR«|<e  n^y.     . 

Pour  évaluer  la  somme 

«  +  i 

nous  remarquerons  que  n  étant  supérieur  à  m,  on  a  toujours  ici 

Il  en  résulte 

dn  I  cT  •  t 


2     1  P         an 


n      <^ 


(' )  De  plus,  on  pread  /' >  z"^,  le  nombre  m  étant  déterminé  d'après  le  choix 
de  T,. 
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1 

OU,  en  remplaçant  n'^  par  -  , 
c'est-à-dire 

krr 1_ 

Mais  la  constante  k  ne  dépend  ni  de  n  ni  de  r;  nous  pouvons 
donc  supposer  que  y)  a  été  choisi  de  telle  sorte  que  l'on  ait 


p  -hf  —  C7  rj<ï 
et  il  en  résulte 

I  R«  i  <  e^r\ 
On  a  donc 

ce  que  nous  voulions  obtenir  (  *  ). 

Soit  maintenant  p  l'exposant  de  convergence  de  la  suite 

et  supposons  d'abord  que  p  ne  soit  pas  entier.  Nous  distinguerons 
deux  cas  : 
I"  La  série 


1-, 


est  divergente  ;  nous  prendrons  <7^^  ^  -{-  e,  e  étant  arbitrairement 
petit  et  nous  aurons  l'inégalité  (^) 

(0  |F(^)!<e'■P"-^ 

(  '  )  Nous  avons  supposé  a  >  i  ;  si  l'on  a  a  -<  i,  déterminons  un  nombre  entier  a 
tel  que  aa>i  et  posons  ^=y;  on  a  F(5)  =  ^(y)  ;  4>(j')  s'exprime  par  un 
produit  canonique  de  facteurs  primaires  {voir  p.  28).  Si  l'on  désigne  par  R„  les 

modules  des  zéros  de  ^(y)  la  série  V^  — ^  est  convergente,  on  a  donc 

I<ï.(jK)l<eER""', 
H  étant  le  module  de  y,  mais  R"  =  r;  donc 

I  F(2)  I  <  e''".  c.  Q.  F.  D. 

(-)  Il  est  inutile  d'écrire  I  F(2  J  |  ^;  e-'''^"*"',  puisque  £  est  arbitrairement  petit. 
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qui  sera  vérifiée,  quel  que  soit  e  donné  à  l'avance  à   partir  d'une 

certaine  valeur  de  j\ 

2"  La  série 

I 


2;^ 


est  convergente;  nous  pourrons  alors  prendre  o-  =  p  et  affirmer 
que  l'on  a,  pour  r  assez  grand, 

(2)  |F(s)|<esrP^ 

quel  que  soit  le  nombre  e  donné  d'avance. 

Supposons  maintenant  que  p  soit  entier;  si  l'on  est  dans  le  pre- 
mier cas,  nous  prendrons  encore  o-  =  o  -j-  s  ;  et  l'on  aura  encore 
l'inégalité  (i);  si  l'on  est  dans  le  second  cas,  nous  aurons  l'iné- 
galité (2),  en  vertu  du  théorème  de  M.  Poincaré. 

Pour  résumer  les  résultats  obtenus,  nous  conviendrons  de  dire 
que,  dans  le  premier  cas,  p  est  Vordre  par  défaut  et,  dans  le 
second,  que  p  est  l'ordre  par  excès  (').  On  a  alors  l'énoncé  sui- 
vant : 

La /onction  F(g)  étant  d'ordre  p,  on  a  toujours,  pour  r 
assez  grand, 

si,  de  plus,  on  sait  que  p  est  l'ordre  par  excès,  on  a  aussi 

quel  que   soit   0    donné  d'avance,    pourvu   que  r  soit   assez- 
grand  (-). 


(')  On  montrera  aisément  que  dans  ce  cas  on  peut  tiouver  une  série  de 
nombres  positifs  s„  tendant  vers  zéro  tels  que  la  série  ^  • — ^ —  soit  convergente. 

(-)  J'ai  donné  la  première  partie  de  ce  théorème,  avec  des  indications  sur  la 
démonstration,  dans  mon  Mémoire  sur  les  zéros  des  fonctions  entières.  Une 
démonstration  complète  en  a  été  donnée  par  M.  von  Schaper  dans  le  Mémoire 
que  nous  avons  déjà  cité.  Cette  première  partie  pourrait  se  ramener  au  théorème 
de  M.  Poincaré  par  le  procédé  indiqué  dans  la  note  de  la  page  précédente;  il 
suffirait  de  prendre  a  successivement  égal  aux  dénominateurs  des  réduites  du 
développement  de  p  en  fraction  continue. 

La  deuxième  partie  est  nouvelle. 
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Le  module  maximum  et  la  fonction   majorante. 

Nous  venons  de  démontrer  des  inégalités  auxquelles  satisfait  le 
module  maximum  (*)  M(;')  d'une  fonction  d'ordre  p;  cherchons 
quelles  conséquences  en  résultent  pour  les  coefficients. 

Nous  savons  que  si  l'on  pose 

F(^)  3-_-  Ao-h  AiZ-f-...-f-A,„^"'  +  .  .., 
on  a,  le  contour  G  entourant  l'origine, 

¥{z)  dz 


-  --  f 


d'où,  en  prenant  pour  G  un  cercle  de  rajon  r. 

Supposons  que  l'on  ait  M(;-)  <^  e'"'^;  on  en  conclut 

Nous  allons  déterminer  r  de  manière  que  le  second  membre 
soit  aussi  petit  que  possible;  nous  aurons  ainsi  l'inégalité  la  plus 
précise  que  l'on  puisse  obtenir  au  moyen  de(i).  Or,  en  annu- 
lant la  dérivée  de  -^  par  rapport  à  r,  on  obtient 

(jZ-ff-l  —   —  =  o, 


c'est-à-dire  r'^zzrz  —,   et  l'on   constate  aisément  que  cette  valeur 


m 

a 

de  r  fournit  effectivement  un  minimum  de  l'expression  considérée. 
Nous  obtenons  ainsi 

'^  1 

l-^"i|<  m'  OU  bien  ,,.,    ^  >(  —  )''=  K /??,?■ 


^  / 


vtâ; 


e<T 


(  '  )  Nous  entendons  toujours  par  là  module  maximum  pour  \  z\  =  r. 
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Nous  nous  contenterons  de  ce  résultat;  on  le  préciserait  un  peu 
par  l'emploi  des  formules  d'approximation  de  la  théorie  de  la 
fonction  F;  mais  nous  n'en  avons  pas  besoin. 

Nous  préférons  nous  étendre  sur  un  point  fort  important  : 
quelle  est  la  précision  que  l'on  peut  espérer  de  la  méthode  par 
laquelle  nous  avons  obtenu  une  limite  supérieure  de  |  A;«|;  en 
d'autres  termes,  est-ce  que  |  A„j  |  est  notablement  inférieur  à  celte 
limite  supérieure? 

Une  remarque  préliminaire  est  indispensable  pour  bien  poser 
la  question  :  il  est  aisé  de  s'assurer  qu'une  fonction  entière  peut 
croître  aussi  vite  que  l'on  veut  et  avoir  cependant  une  infinité  de 
coefficients  nuls  :  par  exemple,  tous  les  coefficients  de  rang  impair. 
Il  ne  peut  donc  s'agir  pour  nous  de  trouver  une  limite  infé- 
rieure de  I  A„j  I  et  de  montrer  qu'elle  diffère  peu  de  la  limite 
supérieure  adoptée  (').  Mais  on  peut  se  placer  à  un  point  de  vue 
différent;  nous  avons  des  inégalités  de  la  forme 

(2)  |A,„|<B,„, 

les  B^  étant  des  nombres  positifs  ;  posons 

HCr)  =  Bo+  Bi  /'  -4-  B-^rî  ^ .  .  .^-  B,„r'«  + .  . . . 

Si  nous  prouvons  que  la  croissance  de  la  fonction  H(/')  diffère 
peu  de  la  croissance  de  la  fonction  M(r),  nous  pourrons  dire  que 
les  inégalités  (2),  considérées  dans  leur  ensemble,  sont  suffi- 
samment précises.  Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ces  remarques 
à  la  fin  de  ce  paragraphe;  nous  pourrons  alors  leur  donner  plus 
de  netteté. 

Considérons  une  fonction  entière  arbitraire 

F(z)  =  Ao-i- Ai^H-. .  .-H  A,„3'«-i-. . ., 

et  désignons  par  A(/')  le  maximum  des  valeurs  positives  de  la 
partie  réelle  de  F(3).  Nous  avons,  si  l'on  pose  Ao=  ao+  i'a^, 

{•V)  /•'«  I  A,„|<4A(^)  — 9.ao. 


(')  Ce  serait  un  inléressant  sujet  de  recherches  que  la  détermination  des  coef- 
ficients A^  qu'il  faut  nécessairement  supposer  différents  de  zéro  lorsqu'on  donne 
la  fonction  M(/');  on  prouverait  aisément,  par  exemple,  que  si  tous  les  A^  sont 
nuls^  excepté  ceux  dont  le  rang  est  m"'"^,  la  fonction  M(/")  ne  peut  être  prise  ar- 
bitrairement. 
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Les  inégalilés  (3)  sont  analogues  aux  inégalités  (i);  nous  allons 
considérer,  d'une  manière  générale,  les  inégalités  (') 


(4) 


,  S(/-) 


r' 


S(/")  étant  une  fonction  positive  croissante,  et  en  déduire  une 
limite  supérieure  du  module  de  F(5).  Nous  appellerons  yb/icfio/i 
majorante  relative  à  F(5)  la  fonction  positive  croissante  sui- 
vante : 

iîl  (  /•  )  -  I  A  0  K  I  A 1  I  r  -^ .  .  .  -  -  I  A  „,  I  /•  '«  + .  . . . 

Nous  allons  déduire  des  inégalités  (4)  une  inégalité  importante 
à  laquelle  satisfait  la  fonction  JH(r).  Désignons  par  h  un  nombre 
positif  quelconque;  nous  avons,  en  utilisant  les  inégalités  (4), 

in(r  — AX  S(r) -f- ^^  (r  —  A) -'- -^^  (r  — /0^-+-. . . 

pin     ^  ' 

,    ,.                                                              r  —  h         {r-^hy  r 

c  est-a-dire,  en  remarquant  que  i  h h  ^ h  •  •  •  =  t-> 

(5)  Mir-hx"^- 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  l'inégalité 

M\r-h)<—^^->- 

et  des  inégalités  analogues  pour  les  dérivées  successives.  Malgré 
leur  grande  importance,  nous  nous  contentons  de  les  signaler  en 
passant,  n'en  ayant  pas  besoin  ici.  Revenons  à  l'inégalité  (5). 
Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait 

(6)  S(/')<e£'-% 
et  prenons  A  =  i  ;  nous  obtiendrons 

m{r  —  \)<re^>'^\ 


(')  L'inégalité  (3)  n'est  véi'ifiée  que  si  m  est  différent  de  zéro;  nous  pouvons 
supposer  les  inégalités  (4)  vérifiées  pour  toute  valeur  de  r,  tout  en  supposant 
que  S(r)  coïncide  avec  4A(r)  —  2a^  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  r. 
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c'est-à-dire 

ifl(r)  <(/--M)e^<'-+i)^<e^''-', 

en  désignant  par  e'  un  nombre  arbitraire  supérieur  à  e.  Donc  si 
S(/')  vérifie  l'inégalité  (6),  quel  que  soit  t  donné  d'avance  (pourvu 
que  r  soit  assez  grand),  il  en  sera  de  même  de  Jfl(r). 

Ainsi,  dans  ce  cas  particulier,  l'inégalité  (5)  fournit  immédia- 
tement pour  Jll(r)  la  même  limitation  supérieure  que  pour  S(r). 
Nous  allons  arriver  à  un  résultat  un  peu  moins  précis,  mais  néan- 
moins de  grande  importance,  sans  rien  supposer  sur  S(r).  Rap- 

•  •  •  S(r) 

pelons  que  S(r)  est  une  fonction  positive  croissante  et  que  — ^^ — 

augmente  indéfiniment  avec  r,  quel  que  soit  le  nombre  m  donné  à 
l'avance. 

Gela  posé,  supposons  que  l'on  ait,  lorsque  /•  est  compris  entre  r^ 
et  7'o-f-  h,  l'inégalité 

(7)  itt(/-)>[S(r)]>+a, 


a  étant  un  nombre  positif.  L'inégalité  (5)  peut  s'écrire,  en  rem- 

h 
i  par  - 


plaçant  /■  par  r^  +  /i,  puis  Ji  par  - 


ia(^o)< 


d'où,  en  tenant  compte  de  (^), 


[S(ro  )]«-='< 


c'est-à-dire 

(8) 


h 


On  aurait  de  même,  d'après  (5), 


iR  (  /  0  +  "  )  < 


('.+  t) 
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et,  en  tenant  compte  de  (7)  puis  de  (8), 


S  (   To  -i-  -  +   - 


h 
h        h\  4  r^  /  hW+^ 

ï*4. 


^^K'-^)] 


/'0+  - 


h/h\^+^ 


On  obtiendra  de  même 
h        h        h 


h  \  i+a 


[S(/-o  )](»+«)'. 


.     "8  y  4/        V'>./ .ç.,     ^l(n-a)' 

En  remarquant  que  l'on  a 

//        //        h  h 

24^  ^ 

on  obtient 

h        h        h 


^•'•«-^^--4''    8 


/       /j      y  +  (i  +  a)  +  (H-a)'  i 


On  aura,  en  général, 


/?       A  A 


/       A       \i-H(H-a)H-...+  (i  +  a)»->  I 

-,     1^ ) rSCrn)1(i  +  a)". 

-^    y,-Q-^hJ  2«-+-(«-i)UH-a)+...-H(i-t-aj"-i  L^vo/j 

Or  on  a 

(,^a)"  — I    ^  Ci^a)" 

H-(i-t-a)-r-...-i-(i-i-  a)"-i  =:  < J 

'  a  a 

/i  -b  (/t  —  i)(i  ^-  a)  —  .  .  .-i-  (14-  a)"-i 


et 
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n-l   ^  rA 


I  -i-  a        (1  -+-  a)-  (i  -T-  a) 

puisque 

(  I  -—  a  )  -  _  "^  n 

02        ~~  ^  (i-i-  a)"-' 


Donc 
Posons 


^)>[(-^)^af^<'«>' 


U+  a)« 


on  aura,  la  fonction  S(r)  étant  croissante, 

S(/-o-f-/i)>s('ro+ J  -f-...-H  AWpa  +  ar. 

Si  P  est  plus  grand  que  un,  S(/"o4-/i)  dépasse  toute  quantité 
assignable,  ce  qui  est  absurde.  On  a  donc  nécessairement 

P<i. 

Ainsi  ï hypothèse  que  V inégalité 

(7)  M(r)>[S(r)]'-« 

est  vérifiée  en  même  temps  que  les  inégalités 

(8)  ro^/-</-o-T-/i 
entraîne 

On  peut  tirer  de  cette  inégalité  d'intéressantes  conséquences 
relativement  à  l'étendue  des  intervalles  dans  lesquels  peut  être 
vérifiée  l'inégalité  (7);  en  modifiant  un  peu  la  démonstration,  on 
prouve  même  aisément  que,  si  /'(  est  un  nombre  supérieur  à  ro  et 
si,  dans  l'intervalle  /'o — /',  l'inégalité  (j)  est  vérifiée  dans  des 
intervalles  dont  l'étendue  dépasse  A,  on  a 

1  1  -^a 


(^r(o-s(^.)<.. 
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Mais  nous  nous  contenterons  de  démontrer  le  résultai  suivant  : 
Quelque  petit  que  soit  le  nombre  a  donné  d'avance,  l'inéga- 
lité (7)  ne  peut  être  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  de  r  qui 
dépassent  un  nombre  fixe  ;  car,  s'il  en  était  ainsi,  on  pourrait 
choisir  /'o  et  h  de  manière  que  l'inégalité  (9)  ne  soit  pas  vérifiée. 
En  d'autres  termes,  on  a  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  dé- 
passant toute  limite 

!«(,•)<  [Sc/-)]'+'^. 

Or  nous  pouvons  prendre  S(/")  =  4-^('")  —  a^oj  comme  le 
nombre  a  est  arbitraire,  nous  pouvons  écrire  simplement 

(10)  iJl(/-)<[A^/-)]»+^. 

Cette  inégalité  est  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r 
dépassant  toute  limite  (').  On  a  d'ailleurs  manifestement,  quel 
que  soit  r, 

(11)  A  (/')1IVI( /•)<!«(/•). 

Les  inégalités  (10)  et  (1 1)  constituent  la  relation  que  nous  vou- 
lions établir  entre  les  fonctions  A(/")  et  Jtl(/").  Il  est  clair  que 
l'on  a  aussi,  en  désignant  par  B(/')  le  maximum  des  valeurs  posi- 
tives de  la  partie  réelle  de  —  FC^)? 

B(/-)^M(r)lltt(/-)<  [B(/')]'-^^ 

et  l'on  en  conclut,  a  étant  toujours  un  nombre  positif  arbitraire, 
que  les  inégalités 

(12)  [A(r)]'-a<B(/-)<[A(-)]>+« 

sont  vérifiées  dans  les  mêmes  conditions  que  l'inégalité  (10). 
Nous  conviendrons  de  dire  que  ces  inégalités  (1  2)  expriment  que 
les  fonctions  A(/')  et  B(/-)  sont  du  même  ordre  de  grandeur. 
Nous  omettrons  les  commentaires  qu'appellerait  cette  définition 
dans  le  cas  général  (-);  contentons-nous  d'observer  que  si  Ton  a 

A(/';<eï''f, 


(')  On  pourrait  préciser  davantage  en  utilisant  l'incgaiitc  (9)  comme  nous 
l'avons  indiqué. 

(-)  Voir  le  Mémoire  déjà  cité  :  Sur  les  zéros  des  fondions  entières  {Acla 
mathematica,  t.  XX,  p.  368  et  suiv.). 
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on  peut  en  conclure  (p.  64) 

t'  différant  aussi  peu  que  l'on  veut  de  s  et,  par  suite,  pouvant  être 
pris  arbitrairement  petit  dans  le  cas  où  il  en  est  ainsi  pour  £,  Ainsi 
la  limitation  trouvée  pour  Jïl(/-)  est  ici  la  même  que  celle  qu'on 
s'était  donnée  pour  A(r)  ou  tout  au  moins  (dans  le  cas  où  s  est 
fixe)  s'en  rapproche  autanl  que  l'on  veut.  Or  Jll(r)  est  certaine- 
ment supérieur  à  A(r);  on  ne  pouvait  donc  trouver  pour  Jil(r) 
une  limitation  inférieure  à  celle  qui  est  donnée  pour  A(r)  ;  donc,  on 
peut  dire  que  la  limitation  trouvée  pour  Jfl(/*),  si  elle  n'est  pas  la 
meilleure  possible,  est  du  moins  très  près  de  l'être.  Or,  on  l'a 
obtenue  en  remplaçant  les  |  A„t  |  par  les  limites  supérieures  que 
fournissent  les  inégalités  (3)  ou  (4)  (pages  63  et  64);  donc  ces 
limites  supérieures  sont  elles-mêmes  très  près  d'être  les  meilleures 
possibles. 

Une  remarque  est  cependant  nécessaire;  considérons,  pour 
fixer  les  idées,  l'inégalité 

le  second  membre  renferme  le  nombre  positif  arbitraire  r;  on 
aura  la  limitation  la  meilleure  que  puisse  fournir  celte  inégalité 

en  recherchant  le  minimum  de  >  comme  nous  l'avons  fait 

plus  haut  dans  un  cas  particulier. 

Mais,  en  fait,  ce  n'est  pas  ainsi  que  nous  avons  procédé  pour 
avoir  une  limite  supérieure  de  Jïl(/*  —  A);  nous  avons  donné  à  /■ 
une  valeur  fixe,  indépendante  de  m  (mais  non  de  r  —  h);  com- 
ment avons-nous  pu  ainsi  arriver  à  un  résultat  qui  ne  soit  pas  abso- 

1  -1  •  r-  1  •  IM(/')    ,  , 

aiment  grossier,  alors  que,  si  r  est  hxe,  les  expressions  — ^^  dé- 
croissent comme  une  simple  progression  géométrique,  c'est-à-dire 
bien  moins  rapidement  que  les  coefficients  d'une  fonction  entière? 
Voici  l'explication  de  ce  paradoxe  apparent  :  lorsqu'on  donne  à  z 
dans  F  (5)  une  valeur  de  module  assez  grand  /",  les  termes  vont 
d'abord  en  croissant,  pour  décroître  ensuite  très  rapidement;  le 
rang  m  des  termes  les  plus  grands  croît,  d'ailleurs,  évidemment 
avec  r;  si  l'on  cherche  une  limite  supérieure  du  module  de  F(-s), 
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on  pourra  avoir  un  résultat  assez  approché  si  l'on  remplace  les 
coefficients  K^  de  ces  termes  Jes  plus  grands  par  des  valeurs 
assez  approchées,  même  si  l'on  commet  de  très  grandes  erreurs 
sur  les  coefficients  Km  de  rang  très  élevé,  à  condition  que  ces 
erreurs  n'empêchent  pas  ces  termes  de  rang  très  élevé  de  rester 
petits.  C'est  ce  que  nous  avons  fait  en  réalité;  on  voit  que  le  fait 
que  la  valeur  trouvée  pour  Jïl(/)  est  assez  approchée,  pour  une 
valeur  donnée  de  r,  prouve  simplement  que  les  valeurs  de  cer- 
tains coefficients  A„i  sont  assez  approchées  ;  mais  comme  le  rang  m 
de  ces  coefficients  dépend  de  r,  il  est  légitime  de  dire  que  les 
valeurs  limites  des  |  A^  \  sont  assez  approchées  dans  leur  ensemble 
s\,  pour  toute  valeur  de  r,  on  a  une  limite  supérieure  assez  appro- 
chée de  M(r). 

On  remarquera  que,  lorsque  l'on  prend  approximativement 

lA      i-M^'') 

cela  revient  à  prendre 

M(r)=  I  A„^|/-"'  =  I  A,„^'«I, 

c'est-à-dire  à  supposer  que  le  module  maximum  de  la  fonction 
F(s)  est  égal  au  module  d^un  de  ses  termes.  On  peut  induire  de 
ce  qui  précède  que,  5/  ce  terme  est  convenablement  choisi, 
l'erreur  relative  ainsi  commise  est  très  faible  ;  c'est  ce  qu'il  est 
très  aisé  de  vérifier  sur  des  exemples  simples;  nous  ne  nous  attar- 
derons pas  à  prouver  que,  d'une  manière  tout  à  fait  générale, 
on  commet  une  erreur  relative  très  faible  en  prenant  pour 
M(r)  le  plus  grand  des  modules  des  termes  successifs  AmZ^ 
deF(z). 


CHAPITRE  IV. 


LES    RESULTATS    DE    M.     IIADAMARD. 


Le  premier  théorème  de  M.  Iladamard. 

Dans  un  Mémoire  fondamental,  couronné  en  1892  par  l'Aca- 
démie des  Sciences  et  publié  en  1898  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques, M.  Hadamard  a  fait  faire  à  la  théorie  des  progrès 
essentiels  et  ouvert  en  même  temps  la  voie  à  des  recherches  nou- 
velles. Une  étude  complète  de  ce  Mémoire  excéderait  les  limites 
de  ces  Leçons;  nous  nous  bornerons  aux  fonctions  de  genre  fini, 
pour  lesquelles  les  démonstrations  se  simplifient  beaucoup  (*). 
Peut-être  aurons-nous  l'occasion,  dans  de  nouvelles  Leçons,  d'étu- 
dier d'autres  parties  du  Mémoire  de  M.  Hadamard. 

Le  premier  des  théorèmes  de  M.  Hadamard  peut  être  considéré 
comme  la  réciproque  d'une  proposition  démontrée  dans  le  Cha- 
j)itre  précédent.  Nous  avons  trouvé  une  limite  supérieure  de  la 
croissance  d'un  produit  de  facteurs  primaires,  connaissant  son 
ordre  réel,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'exposant  de  convergence 
delà  suite  des  modules  de  ses  zéros.  Nous  allons  apprendre  main- 
tenant, étant  donnée  une  limite  supérieure  de  la  croissance  d'une 
fonction  entière,  à  déterminer  une  limite  inférieure  de  l'exposant 
de  convergence  de  la  suite  de  ces  zéros. 

Pour  arriver  à  ce  résultat,  nous  ne  suivrons  pas  la  voie  par 
laquelle  M.  Hadamard  l'a  obtenu;  une  méthode  plus  simple,  due 
à  M.  Schou,  permet  d'établir  un  résultat  équivalent  à  celui  de 
M.  Hadamard,    lorsqu'on  se  borne    aux  fonctions   de   genre 


(')  Dans  le  Mémoire  déjà  cilé,  M.  von  Schapcr  donne  aux  fondions  de  genre 
fini  le  nom  de  Hadamard' schen  Functionen.  Il  nous  parait  que  c'est  restreindre 
la  portée  des  travaux  de  M.  Hadamard,  dont  les  résultats  principaux  s'appliquent 
ou  s'étendent  sans  peine  aux  fonctions  de  genre  infini. 
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fini  (').  La  mélhode  de  M.  Hadamard  se  rattache  à  ses  belles 
recherches  sur  la  détermination  des  points  singuliers  d^unc 
fonction  définie  par  une  série  de  Taylor,  et  son  exposition 
trouverait  plutôt  sa  place  dans  des  Leçons  consacrées  à  cette  im- 
portante question. 

Le  problème  qu'il  s'agit  actuellement  de  résoudre  est  le  sui- 
vant : 

On  donne  une  Jonction  entière  et  l'on  sait  que  son  module 
maximum  M(r)  (pour  \  z\^  r)  est  inférieur  à  une  fonction 
connue  ;  on  demande  d'en  conclure  une  limite  supérieure  du 
nombre  des  zéros  dont  le  module  est  inférieur  à  un  nombre 
quelconque  r. 

Voici  la  solution  de  M.  Schou  (^);  comme  nous  l'avons  dit,  la 
limite  qu'elle  fournit  est  équivalente  à  celle  qu'a  obtenue  M.  Ha- 
damard dans  le  cas  des  fonctions  de  genre  fini;  elle  est  moins 
bonne  dans  le  cas  où  le  genre  devient  infini. 

Désignons  par  ^{z)  une  fonction  entière  et  par  M(/-)  le  maxi- 
mum de  son  module  pour  j  ^  [  ^  ;•;  nous  supposons  que  la  fonction 
M(;')  vérifie,  pour  toute  valeur  de  r,  l'inégalité 

(i)  M(r)<eV(r)^ 

V(r)  étant  une  fonction  donnée. 

Pour  plus  de  précision,  nous  supposerons  que  la  fonction 
F(^)  ne  s'annule  pas  pour  ^  =  05  on  peut  alors  admettre  qu'on  a 
multiplié  F(5)  par  un  facteur  convenable,  de  manière  à  avoir  la 

relation 

F(o)  =  i. 

Désignons  par  a, ,  «o?  •  •  •  5  ««5  •  •  •  les  zéros  de  F(^)  rangés  par 
ordre  de  modules  croissants  (ou  du  moins  non  décroissants); 
chaque  zéro  figure  dans  cette  suite  un  nombre  de  fois  égal  à  son 
ordre  de  multiplicité.  Posons 

P(5)  =  («1  — z)(<72  — 5)...(a«— s); 


(')  Au  contraire,  pour  les  fonctions  de  genre  infini,  la  mélhode  de  M.  Hada- 
mard permet  d'aller  bien  plus  loin  que  celle  de  M.  Schou. 
(2)  Comptes  rendus,  t.  CXXV,  p.  768. 
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le  quotient  p)l\  est  une  fonction  entière;  on  a  donc,  C  étant  un 

contour  simple  entourant  l'origine, 

(2)  F(o)  ^  I  ^     i       r   ¥{z)  ^^^ 

Nous  prendrons  pour  C  un  cercle  de  rayon  /•  égal  à  sr,i,  r,i  étant 
le  module  de  <7„  et  s  un  nombre  plus  grand  que  deux;  on  a  des 
lors,  sur  ce  cercle, 

I  P(  5)  1  >(/•-/•,)(/•- r^).  .  .(r  -  r,,)  >(/•-/-„)•'- (s  -  r)"/-:;. 
On  en  concka,  en  se  servant  de  (i\ 

f       r  F(z)dz  I    ^  __ 


r.V(/-) 


D'autre  part,  les  modules  des  a  ne  décroissant  pas. 


u,a>.  .  .a, 


I 

>  -r. 


L'inégalité  (2)  devient  alors 


_1  <-        ^^"'' 


d'où 

(3)  nlog(. -.)<¥(/•). 
Or,  nous  avons  posé  r  ^=  sr,i,  c'est-à-dire 

(4)  r„=y 

l'inégalité  (3)  donne  donc  une  limite  supérieure  du  nombre  n  des 
racines  inférieures  à  -;  s  j  désigne  un  nombre  quelconque  supé- 
rieur à  deux. 

Nous  allons  appliquer  la  formule  (3)  au  cas  où  l'on  a 

V(r)-A/-^ 
A  et  a  étant  des  constantes;  nous  obtenons 

(5)  n<BrJ;, 
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en  posant 

A  v^ 


log(s  — I) 

L'inégalité  (5)  s'écrit  aussi 

(C)  rn>Gn^, 

G  étant,  ainsi  que  B,  une  constante. 

JVous  dirons  que  la  fonction  FÇz)  est  d'ordre  apparent  p'  sî, 
quelque  petit  que  soit  e,  on  a,  à  partir  d'une  certaine  valeur 
de  /■, 

On  peut,  par  suite,  choisir  la  constante  A  de  manière  que  l'on 
ait  pour  toute  valeur  de  /' 

on  a,  dès  lors,  pour  toute  valeur  de  n,  l'inégalité  (6),  avec 
a=:p'-]-£;  c'est  dire  que  l'exposant  de  convergence  p  de  la 
suite  des  r,i  est  au  plus  égal  à  p';  car  la  série 

n 

est  visiblement  convergente,  en  vertu  de  (6),  et  le  nombre  s  est 
arbitraire. 

Tel  est  le  premier  théorème  de  M.  Hadamard,  lorsqu'on  le 
borne  aux  fonctions  de  genre  fini  et  qu'on  utilise  les  définitions 
que  nous  avons  introduites  :  L'ordre  réel  p  d' une  fonction  en- 
tière est  au  plus  égal  à  son  ordre  apparent  p'. 

Ce  point  établi,  soit  F(j5)  une  fonction  entière  d'ordre  appa- 
rent p';  nous  désignons  par  a,,  «o,  .  .  . ,  a,i,  •  • .  ses  zéros;  nous 
pouvons  foi"mer  un  produit  canonique  de  facteurs  primaires 

avant  les  mêmes  zéros  que  F(2);  bien  entendu,  nous  prenons  le 
nombre  p  aussi  petit  que  possible;  p  est  dès  lors  nécessairement 
inférieur  à  p  et,  par  suite,  à  p',  sauf  peut-être  dans  le  cas  où  p' 
est  entier;  on  peut  alors  avoir 

/>  =  ?  =  ?'• 
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Dans  tous  les  cas,  l'ordre  apparent  de  G(-s)  est  égal  à  p,  comme 
nous  l'avons  vu  dans  le  Chapitre  précédent  {*).  Or  nous  avons 

F(^)==eH(='G(^); 

nous  nous  proposons  de  prouver  que  l'ordre  apparent  de  e"'^'  est 
au  plus  égala  p',  c'est-à-dire  que  H(z)  est  un  polynôme  de  degré 
au  plus  égal  à  p'.  Pour  cela,  nous  ferons  voir  qu'e/i  multipliant 
un  produit  canonique  tel  que  G{z),  dont  Vordre  p  est  infé- 
rieur ou  égal  à  p',  par  un  facteur  e"*'''  d'ordre  apparent  su- 
périeur à  p',  on  obtient  une  fonction  entière  d'ordre  apparent 
supérieur  à  p'.  Ce  sera  une  conséquence  immédiate  du  deuxième 
théorème  de  M.  Hadamard,  auquel  est  consacré  le  paragraphe  sui- 
vant. Si  nous  admettons  provisoirement  ce  résultat,  nous  voyons 
que  l'ordre  apparent  de  F(;î)  étant  p',  celui  de  e"^""  ne  peut  dé- 
passer p'.  Si  le  nombre  p' n'est  pas  entier,  le  degré  q  de  H(:;)  est 
nécessairement  inférieur  à  p'.  Or  l'ordre  apparent  du  produit 
e"*^'G(^)  ne  peut  dépasser  le  plus  grand  des  deux  nombres  q  et  p, 
ordres  apparents  des  deux  facteurs.  Donc,  dans  ce  cas,  on  a  né- 
cessairement 

p'=  ?• 

Ainsi,  lorsque  l'ordre  apparent  p'  n'est  pas  entier,  V ordre 
réel  p  lui  est  égal;  le  degré  q  du  polynôme  H(^)  qui  figure  dans 
le  facteur  exponentiel  est,  d'ailleurs,  inférieur  à  l'ordre. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  p'  est  entier,  q  peut  être  égal  à  p'  et  p 
inférieur  à  p'^  nous  nous  bornerons  à  affirmer  que  :  le  genre  de 
la  fonction  est  au  plus  égal  à  p';  nous  reviendrons  sur  ce  cas 
dans  le  Chapitre  V,  consacré  au  théorème  de  M.  Picard. 

Le  deuxième  théorème  de  M.  Iladamard. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  le  théorème  sur  lequel  nous 
venons  de  nous  appuyer  :  En  multipliant  un  produit  canonique 
primaire,  d'ordre  o,  par  un  facteur  e"'"'  d'ordre  apparent  su- 


(')  Nous  avons  démontré  seulenaent  qu'il  est  au  plus  égal  à  p;  mais,  s'il  était 
égal  à  un  nombre  p'  <  p,  nous  nous  trouverions  en  contradiction  avec  le  théo- 
rème de  M.  Hadamard;  nous  pouvons  dire  que  p  est  l'ordre  de  G(^),  sans  qu'il 
soit  besoin  d'ajouter  les  mots  apparent  ou  réel. 
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périeur  à  p,  on  obtient  une  fonction  entière  d'ordre  apparent 
supérieur  à  p.  C'est  une  conséquence  du  deuxième  ihéorème  de 
M.  Hadamard,  qui  s'énonce  comme  il  suit  : 

Etant  donnés  un  produit  canonique  G(^)  de  facteurs  pri- 
maires d'ordre  0,  et  un  nombre  positif  arbitraire  t,  on  peut 
trouver  une  infinité  de  cercles  de  rayons  indéfiniment  crois- 
sants sur  chacun  desquels  on  a  l'inégalité 

|G(2)l>e-'--^\ 

Nous  allons  démontrer  d'abord  ce  théorème  en  supposant  le 
nombre  p  inférieur  à  l'unité  j  nous  l'étendrons  ensuite  aisément  au 
cas  où  p  est  quelconque.  Soit  donc 

une  fonction  entière  d'ordre  inférieur  à  un.  Nous  désignons  par/*/, 
le  module  de  an  et  nous  supposons  que  la  série 


est  convergente,  t  étant  un  nombre  inférieur  à  un.  11  en  résulte 
que  l'on  a  ('),  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n^ 

(0  '•«  >  n^. 

Nous  nous  proposons  de  trouver  des  cercles  sur  lesquels  on 
puisse  déterminer  un  minimum  du  module  de  (j{z)]  nous  allons, 
pour  cela,  exclure  le  voisinage  des  points  a,,',  on  verra  aisément 
quelles  modifications  pourraient  être  apportées  à  la  démonstra- 
tion, notamment  en  ce  qui  concerne  l'épaisseur  des  couronnes 
dont  il  va  être  question,  pour  "préciser  encore  davantage  les 
résultats. 

Traçons  deux  cercles  (de  centre  5  =  0)  ayant  pour  rayons  res- 
pectifs 

r„  —  I ,    /•„  +  I  ; 

ces  deux  cercles  comprennent  une  couronne  C,i  d'épaisseur  égale 
à  deux.   L'épaisseur  totale  des   couronnes  G),  C2,    ..-,  C^  est 


(')  On  a  même  '\^'>r,n'^,  quel  que  soit  le  nombre  t]  donné  à  l'avance,  pourvu 
que  n  soit  assez  grand. 
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donc  2/2;  il  résulte  dçs  hypothèses  faites  que  le  rapport  de  celle 
épaisseur  à  /«  tend  vers  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment; 
cette  remarque  nous  sera  utile  plus  loin. 

Pour  démontrer  le  théorème  de  M.  Hadamard,  il  nous  suffit 
d'observer  qu'il  existe  des  cercles  C  de  centre  O  de  rayons  indéfi- 
niment croissants,  extérieurs  à  toutes  les  couronnes  C/,.  Si  nous 
supposons  z  situé  sur  un  de  ces  cercles  C,  on  aura  visiblement, 
quel  que  soit  n,  d'après  la  définition  même  des  couronnes  C,^, 

(  2  )  1  ^  —  a„  I  >  I . 

11  est  dès  lors  aisé  de  trouver  une  limite  inférieure  du  module 
du  produit 

désignons  par  ;•  le  module  de  z;  déterminons  le  nombre  m  par  les 
conditions 

(2)  /•/«^•^'•£ '■/«^-l 

et  le  nombre  n  par  les  conditions 

1  1 

(3)  «^l2/-<(/t-^i)^. 

Nous   supposerons  n  assez  grand  pour  que  l'inégalité  (i)  soit 

vérifiée;  il  suffit  que  ;•  ait  été  lui-même  pris  assez  grand.  On  a 

alors 

1 

el,  par  suite, 

Nous  écrirons 

en  posant 


G(2)  =  xVBG, 

B  =  n('-|;> 

i  =  m  +  l 

«=n(-i.)- 


i  —  n  +  \ 
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Nous  allons  chercher  successivement  une  limite  inférieure  pour 
chacun  des  modules  des  produits  A,  B,  C. 
On  a 


j=/n 


A=n 


{a,-—  z) 


ai 


d'où,  en  vertu  de  (2)  et  de  (3), 

1  ^  i  >  JJrr^  ' 

Pour  évaluer  B,  nous  remarquerons  que  le  module  de  z  élant  /• 
et  le  module  de  ai,  pour  t>>  m,  étant  supérieur  à  a/-,  le  module 
de  chacun  des  facteurs  de  B  est  supérieur  à  |;  on  a  donc 

|B|: 

Enfin  on  a,  en  vertu  de  (i), 

ici>n 

i  —  n  +  i 


r 

I --; 


Or,  lorsque  a  est  inférieur  à  ^,  on  a  l'inégalité 

(i  — a)>e-2«. 
Donc 

lC;>e      ^="-'        . 
Or  on  a,  <7  étant  inférieur  à  un, 

"V    t~^<    /      X    '^ dx  — /i   o'    < (2r)<J-', 

.  ■^'^  '^  Il 

i  =  n  +  l 

d'où,  finalement, 

\C\>e     i-<^'    '. 

En  multipliant  entre  elles  les  inégalités  obtenues,  il  vient 

1  G(^)  I  =  !  ABC  I  >  e-["""^"-"'-^-^  r--.~  '^'-'1. 
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L'inégalité  (4)  donne  jn^n<i  {ii'Y,  el,  par  suite, 

m  \o"r  -f-  n  \o"'î ^ —  (2/-)'^<  1^(1^  loiï/--r-  2'^  \o"i  -;-  1'^  — —-  )• 

1  —  5^'  ^\  ^  °  I  —  a  / 

Or,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  donné  à  l'avance  s,  on 
peut  prendre  le  noriibre  /•  assez  grand  pour  vérifier  l'inégalité 

2<^  (  log  /•  --  log  2  H •  j  <  z*^  ; 

on  a,  dès  lors, 

(5)  lG(^)i>e-'''^'. 

Cette  inégalité  est  vérifiée  sur  une  infinité  de  cercles  de 
rayons  indéfiniment  croissants.  Tel  est  le  résultat  que  nous 
voulions  obtenir  :  c'est  le  second  théorème  de  M.  Hadamard. 
En  effet,  si  la  suite  des  an  a  p  pour  exposant  de  convergence,  on 
peut  prendre  a-  =  p  -f-  s,  quelque  petit  que  soit  le  nombre  t  donné 
d'avance,  et  l'inégalité  (5)  devient 

\G{z)\>e-''^'\ 

Nous  avons  supposé  p  inférieur  à  l'unité;  supposons  maintenant 
le  nombre  p  plus  grand  que  un  et  soit  q  un  entier  supérieur  à  0. 
Soit  toujours  G(^)  la  fonction  donnée  et  soit  w  une  racine  primi- 
tive de  l'équation 

mt  —  i. 

Si  nous  posons 

zl  =  y, 

ri=K  =  \y\, 

nous  savons  que  la  fonction  ^{y)  a  pour  ordre  apparent  -,  c'est- 
à-dire  un  nombre  inférieur  à  un.  Il  j  a  donc  une  infinité  de 
cercles  C  de  rayons  indéfiniment  croissants,  sur  lesquels  on  a 

quel  que  soit  le  nombre  positifs  donné  d'avance.  Mais  nous  avons 
vu  dans  le  Chapitre  précédent  que  le  nombre  t  étant  donné,  on  a, 
pourvu  que  r  soit  assez  grand, 
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Donc,  sur  les  cercles  C, 

ce  qui  est  bien  le  résultat  cherché,  la  présence  du  facteur  q  étant 
indifférente,  \'ti  l'arbitraire  e. 

Le  théorème  de  M.  Hadamard  est  ainsi  démontré  dans  tous  les 
cas.  Nous  ne  nous  occuperons  pas  ici  de  l'extension  possible  de 
ce  théorème  aux  fonctions  de  genre  infini  :  nous  préférons  attirer 
l'attention  sur  ce  fait  que  la  démonstration  employée  permet  de 
compléter  ce  théorème,  en  ce  qui  concerne  les  rajons  possibles 
des  cercles  C  sur  lesquels  il  s'applique. 

Plaçons-nous  d'abord,  pour  plus  de  netteté,  dans  le  cas  oiî  p  est 
inférieur  à  l'unité;  figurons  la  partie  positive  de  l'axe  Ox  des 
quantités  réelles  et  considérons  les  segments  y«  qui  correspondent 
aux  couronnes  Qn 

la  longueur  de  chacun  de  ces  segments  est  2;  si  nous  considérons 
les  II  premiers,  ils  couvrent  une  portion  de  la  droite  au  plus  égale 
àa/î(elle  est  inférieure  à  2/1  dans  lecasoiî  les  segments  empiètent 
les  uns  sur  les  autres).  Mais  dans  le  cas  où  nous  nous  trouvons, 

le  rapport  - —  tend  visiblement  vers  zéro    lorsque  n   augmente 

''m— 1 

indéfiniment;  donc,  si  nous  considérons  sur  Ox  un  segment  va- 
riable OA,  lorsque  le  point  A  s'éloigne  indéfiniment,  le  lap- 
port  à  OA  de  la  somme  des  segments  (y,,)  intérieurs  à  Oh.  tend 
vers  zéro.  On  peut  prendre  pour  extrémité  du  rajon  d'un  cercle  G 
tout  point  extérieur  aux  segments  y^  (et  assez  éloigné  de  O;  mais 
cette  dernière  restriction  est  sans  importance).  Donc,  lorsque  A 
s'éloigne  indéfiniment,  la  somme  des  segments  situés  sur  O  A  et 
dont  les  points  peuvent  être  pris  comme  extrémités  des  rayons 
des  cercles  C  est  telle  que  son  rapport  OA  tend  vers  l' unité. 

Indiquons  tout  de  suite  quelle  peut  être  l'utilité  de  ces  re- 
marques. Supposons  que  nous  ayons  plusieurs  fonctions  entières, 
en  nombre  fini.  Pour  chacune  d'elles,  le  théorème  de  M.  Hada- 
mard nous  apprend  qu'il  y  a  des  cercles  C  sur  lesquels  l'inéga- 
lité (5)  est  vérifiée;  mais  il  n'est  pas  évident  a  priori  qu'il  y  a 
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des  cercles  C  sur  lesquels  chaque  /onction  vérifie  l'inégalité  qui 
lui  correspond;  cependant,  dans  bien  des  démonstrations,  la  con- 
sidération de  tels  cercles  peut  rendre  de  grands  services.  Les 
remarques  qui  viennent  d'être  faites  nous  prouvent  qu'il  en  existe; 
car,  si  l'on  a  un  nombre  limité  de  fonctions  entières,  et  si,  pour 
chacune  d'elles,  on  marque  les  segments  tels  que  y„,  il  est  clair 
que  l'étendue  totale  de  tous  ceux  de  ces  segments  qui  sont  inté- 
rieurs à  OA  continuera  à  être  telle  que  son  rapport  à  OA  tende 
vers  zéro  lorsque  A  s'éloigne  indéfiniment  •'  il  j  a  donc  une  infinité 
de  points  s'éloignant  indéfiniment,  qui  sont  extérieurs  à  tous  ces 
segments  y,,;  les  cercles  C  passant  par  ces  points  sont  tels  que, 
sur  chacun  d'eux,  l'inégalité  de  M.  Hadamard  est  vérifiée 
pour  toutes  les  Jonctions  données. 

Le  lecteur  verra  aisément  que  ces  conclusions  subsistent 
lorsque  p  est  supérieur  à  l'unité;  étant  donné  un  nombre  limité 
quelconque  de  fonctions  entières  de  genre  fini  on  peut  trouver 
une  infinité  de  cercles  G  de  rayons  indéfiniment  croissants, 
sur  lesquels  l'inégalité  de  M.  Hadamard  est  vérifiée  pour 
chacune  d'elles  ('). 

On  peut  énoncer  le  théorème  de  M.  Hadamard  sous  une  forme 
plus  expressive,  en  disant  que,  étant  donnée  une  fonction  entière, 
on  peut  trouver  des  cercles  G  sur  lesquels  son  minimum  est  du 
même  ordre  de  grandeur  que  l'inverse  de  son  maximum.  Mais, 
pour  préciser  cet  énoncé,  il  serait  nécessaire  de  développer  une 
tlicorie  des  fonctions  croissantes  et  des  ordres  de  grandeur  qui  ne 
peut  trouver  place  ici. 

Applications. 

Nous  ne  saurions  indiquer  louLes  les  applications  qui  peuvent 
être  faites  des  théorèmes  de  M.  Hadamard;  elles  sont  déjà  nom- 
breuses et  le  deviendront  sans  doute  plus  encore.  Nous  allons  nous 
contenter  d'en  emprunter  deux,  d'importance  fort  inégale,  au 
Mémoire  de  M.  Hadamard. 

La  première  est  d'un  caractère  toutà  fait  élémentaire;  le  lecteur 


C)  J'ai  indiqué  sans  tlémonslralion  ces  compléments  au  Uiéorème  de  M.  Hada- 
mard dans  mon  Mémoire  5a/'  les  zéros  des  fondions  entières  {Acta  niatliema- 
tica,  t.  XX,  p.  3Gi). 

B.  6 
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en  imaginera  sans  peine  de  semblables.  Posons 


et 


F  (y)  est  une  fonction  entière;  et  l'on  a 


F(7)- 


Wj 


il  en  résulte  immédiatement  que,  si  M(7')  désigne  le  maximum  du 
module  de  F{y)  pour  \y  |  =  /•,  on  a 

e'-'^'<M(/-)<e''^; 

en  d'autres  termes,  V ordre  apparent  de  F(jk)  est  égal  à  ~.  Or, 
les  zéros  de  F(j^)  sont,  comme  on  sait, 

J   —  ''■   )      4  ''■   )      \i  '•   1       •  •  •  )      II-    i<.   ,       •  •  •  ) 

et  l'on  a,  par  suite,  d'après  Weierstrass, 

F(r)=e»-(.-ê)(.-^)-(-,-rfe)-' 

H(j)^)  étant  une  fonction  entière.  Il  résulte  de  ce  qui  précède 
(p.  ^5)  que  cette  fonction  entière  est  une  constante,  laquelle 
est  nulle,  puisque  F[y)  est  égal  à  un  pour  y=zo.  On  obtient 
ainsi 


c'est-à-dire 


^^y^=t\{'-ih. 


n 


Cette  formule,  qu'Euler  avait  déjà  obtenue  par  des  procédés 
analytiques  élémentaires,  se  trouve  ainsi  démonti'ée  par  une  voie, 
à  la  vérité,  plus  détournée,  mais  sans  aucun  calcul.  Si  l'on  utili- 
sait seulement  le  résultat  de  Weierstrass,  sans  connaître  ceux  de 
M.  Hadamard,  il  faudrait,  pour  démontrer  que  la  fonction  entière 
II(jk)  se  réduit  à  une  constante,  un  calcul  à  peu  près  aussi  com- 
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pliqué  que  pour  établir  directement  la  formule  elle-même,  par  les 
méthodes  de  Caucliy  ('). 

La  deuxième  des  applications  est  autrement  importante;  c'est 
pour  y  aboutir  que  M.  Hadamard  a  été  amené  à  entreprendre  ses 
belles  recherches  :  il  s'agissait  de  délei*miner  le  genre  d'une  fonc- 
tion entière  rencontrée  par  Riemann  dans  son  célèbre  Mémoire 
sur  les  nombres  premiers  {^).  Cette  fonction  entière  ^(t)  est  en 
relation  étroite  avec  la  fonction  ^{s)  définie  par  la  relation 

^S)  =  I  -^  -  ^  ^  +...-+-  —  -4-.... 

Cette  relation  définit  ^(5)  lorsque  la  partie  réelle  de  s  est  supé- 
rieure à  un  (^);  mais  la  fonction  analytique  ainsi  obtenue  peut 
être  prolongée  dans  le  reste  du  plan;  voici  comment  Riemann  en 
obtient  une  expression  valable  pour  tout  le  plan. 

On  a  identiquement,  par  la  substitution  nx:=y, 

Jo  "■' Jo 

Si  l'on  pose,  suivant  l'usage, 

r(s)  =   f    e-yy^-^dy, 


il  vient 


^  —   '      e-"^  x^-^  dx, 


=  f 

«'0 


et,  par  suite, 

1  •-  0      \  1 

c'est-à-dire 

^,    ,  I         r"  e-^T^-i  dx 


(')  Voir,  par  exemple,  le  Cours  d'Analyse  de  M.  Hermite. 
(')  Ueber    die  Anzahl    der    Primzahlen    un  ter     einer    gegebenen    Grosse 
{Gesammelte  Werke,  p.  i45-i53  de  la  a"  édition). 
(')  Bien  entendu,  lorsque  5=  a  +  l'p,  on  prend 

«'  =  rt«  [cos(^log/i)  -i-  i  sin(  |îlogn)]^ 

le  logarithme  ayant  son  sens  ai'ithmctique. 
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Le  chemin  d'intégration,  dans  tout  ce  qui  précède,  est  réel  5  la 
dernière  intégrale  n'a  d'ailleurs  un  sens  que  si  la  partie  réelle  de 
s  —  I  est  positive;  c'est  à  celte  condition  que  les  calculs  qui  pré- 
cèdent sont  légitimes.  Mais  il  est  aisé  de  transformer  l'expression 
analytique  obtenue  pour  ^{s),  de  manière  à  obtenir  une  nouvelle 
expression  valable  dans  tout  le  plan. 

Considérons  dans  ce  but  un  contour  (/ig-  i)  défini  comme  il 
suit  :  deux  parallèles  infiniment  voisines  de  Taxe  réel  et  positif, 


■(S 


Fig.  ,. 
M' 


M 


réunies  par  un  petit  cercle  entourant  l'origine;  soil  y  ce  contour; 
nous  le  supposons  décrit  dans  le  sens  indiqué  par  les  flèches  : 
on  va  d'abord  de  l'infini  jusqu'au  voisinage  de  l'origine  en  pas- 
sant au-dessus  de  l'axe  des  x,  on  tourne  ensuite  autour  de  l'ori- 
gine dans  le  sens  positif,  et  enfin  on  retourne  à  l'infini  en  restant 
au-dessous  de  Oa;.  Nous  allons  considérer,  avec  Riemann,  l'inté- 
grale 

Jy  «^  —  '  ' 

mais  il  faut  d'abord  préciser  la  détermination  que  nous  prenons 
j)our  5^"' .  On  peut  écrire 

Or,  sur  les  parties  reclilignes  du  contour  d'intégration,  z  est  très 
voisin  deOx;  nous  désignerons  par  log  ^  la  détermination  du 
logarithme  dont  la  partie  imaginaire  est  très  petite,  c'est-à-dire 
qui  deviendrait  réelle  si  les  parties  rectilignes  venaient  se  con- 
fondre avec0.2r;  nous  prendrons,  lorsque  z  est  en  M,  c'est-à-dire 
au-dessous  de  O^, 

et,  dès  lors,  on  aura,  en  M', 

car  on  passe  de  M  à  M'  en  tournant  autour  de  l'origine  dans  le 
sens  négatif.  Si  l'on  suppose  la  partie  réelle  de  5  —  1  positive,  on 
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ne  cliange  pas  la  valeur  de  l'intégrale  en  supposant  que  les  parties 
rectilignes  du  contour  d'intégration  se  confondent  avec  Ojt,  le 
rajon  du  petit  cercle  devenant  nul;  on  obtient  ainsi 


r  z^-^  dz  _    _^_._^    r'^x^-^dx  /•"  a?^-»  dx 


a?*-i  dx 

:—  =  e-2m^    i j-    i 

«3 —  I  /       e-^ —  I         ./ 

Y 

On  a  donc 


^  /  -  \   /       1  (s)  J,,    e 1 


et  l'expression  ainsi  obtenue  reste  évidemment  valable  quel  que 
soit  5,  puisque  le  contour  d'intégration  y  ne  passe  pas  par  le 
point  z  =  o. 

Nous  allons  étudier  l'intégrale 


4>is)  =  J 


î'^-i  dz 


y  "- 


c'est  visiblement  une  fonction  analytique  de  s,  régulière  pour 
toute  valeur  finie  de  s  :  c'est  donc  une  fonction  entière.  Nous 
allons  déterminer  son  ordre  apparent;  pour  cela,  nous  devons 
chercher  une  limite  supérieure  du  module  M(a)  de  ^(s)  pour 

Dans  ce  but,  divisons  le  contour  y  en  deux  parties  y'  et  -/'  com- 
prenant respectivement  les  points  pour  lesquels  on  a 


I^K 

;,-2 

et 

z 

1>^^; 

on  a, 

pour 

^! 

=  '•, 

l*( 

0I< 

Jy.  e- 

-Ulz 
—  I 

1 

^dz 
—  I 

Or  on  volt  aisément  que  l'on  peut  prendre  r  assez  grand  pour 
que  le  second  terme  soit  inférieur  à  un  nombre  donné  d'avance 
(on  ne  doit  pas  oublier  que  le  contour  y"  est  aussi  voisin  que  l'on 
veut  de  l'axe  des  quantités  réelles  et  positives);  quant  au  premier 
terme,  il  est  inférieur  à 

C.2)r-1     ri  f_I  =  A/-2'-2, 

A  étant  un  nombre  fixe;  donc,  s  étant  un  nombre  arbitrairement 
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petit  donné  d'avance,  l'inégalité 

M(r)<e'-''" 

est  vérifiée  à  partir  d'une   certaine  valeur  de  ;*.  Donc,   l'ordre 
apparent  de  ^{s)  est  au  plus  égal  à  un. 
Riemann  considère  la  fonction 

cr\  posant 

s  =  — T-  it; 

2 

il  prouve  que  \{t)  est  une  fonction  entière  et,  de  plus,  une  fonc- 
tion paire,  c'est-à-dire  ne  change  pas  lorsqu'on  change  t  en  —  t. 
Nous  admettrons  ces  résultats,  renvoyant  pour  la  démonstration 
au  Mémoire  de  Riemann.  On  a,  en  remplaçant  'Q{s)  par  sa  valeur, 

r(  -)  S(S  — 1)71^2  cï>(5) 
Ut)=         ^'^^        ' 

Si  nous  observons  que  r^ — -  est  une  fonction  entière  de  5  d'ordre 

apparent  égal  à  un,  on  voit  que  \{t)  se  présente  sous  la  forme 

Mi(OM,(O...M,-(0 
^^   >        N,(0N2(0-.-N/.(0' 

P»Ii,  Mo,  ...,  M/v,  Ni,  ...,  N/i  étant  des  fonctions  entières  de 
/  d'ordre  apparent  au  plus  égal  à  un  (^  ). 

Nous  allons  montrer  que  la  fonction  entière  \{t)  est  d'ordre 
apparent  au  plus  égal  à  un.  En  effet,  en  remplaçant  le  numérateur 
et  ]e  dénominateur  par  leur  expression  sous  forme  de  produits  de 
facteurs  primaires,  on  a 

5(0- ,'ri ;. 


(')  Il  est  à  peine  utile  d'observei'  que  l'ordre  par  rapport  à  t  est  le  même  que 
l'ordre  par  rapport  à  s,  en  vertu  de  la  relation  s=  — H  it. 
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l'exposant  de  convergence  de  la  suite  des  a/  élant  au  plus  égal  à 
l'unité  ;  comme  ^(t)  est  une  fonction  entière,  tous  les  ^i  figurent 
parmi  les  a,-;  en  supprimant  les  facteurs  primaires  communs,  il 
vient 

i=  1 

les  y,  étant  certains  des  a,;  l'exposant  de  convergence  de  la  suite 
des  y/  est  donc  au  plus  égal  à  l'unité  ;  donc  l'ordre  de  ^(t)  est  au 
plus  égal  à  un.  Mais  nous  avons  dit  que  l(t)  est  une  fonction 
paire;   si  l'on  prend  t-  comme  variable,  l'ordre  de  la  fonction 

entière  de  t-  ainsi  obtenue  sera  au  plus  égal  à  ->  son  genre  sera 

donc  nécessairement  égal  à  zéro  et  l'on  aura 

S(o--;(o)n('-^ 

Tel  est  le  résultat  fondamental  de  Riemann,  dont  M.  Hadamard 
a  été  le  premier  à  donner  une  démonstration  satisfaisante.  Ce 
point  étant  rigoureusement  établi,  divers  géomètres,  parmi  lesquels 
on  doit  citer  surtout  MM.  von  Mangoldt,  de  la  Vallée-Poussin  et 
Hadamard,  ont  pu  en  déduire  d'importantes  propriétés  des  fonc- 
tions ^{t)  et  ^(5);  mais  nous  devons  nous  contenter  de  ces  brèves 
indications  sur  ce  sujet  difficile  et  qui  continuera  sans  doute  à 
attirer  longtemps  l'attention  des  géomètres  (*). 

Nous  avons  tenu,  en  donnant  cet  exemple,  à  mettre  en  évidence 
les  méthodes  générales  que  l'on  peut  appliquer  à  l'étude  des  fonc- 
tions entières  et  nous  avons  laissé  de  côté  ce  qui  a  trait  seulement 
aux  propriétés  particulières  des  fonctions  considérées. 


(')  Pendant  la  correction  des  épreuves,  j'ai  connaissance  d'un  Mémoire  de 
M.  Jensen  {Acta  mathematica,  t.  XXII),  Mémoire  qui  doit  être  suivi  de  plu- 
sieurs autres  sur  les  fonctions  entières  et  sur  la  fonction  de  Riemann.  Je  dois 
me  contenter  de  signaler  ces  publications,  dont  l'importance  parait  devoir  être 
considérable. 


CHAPITRE   V. 


LE    THEOREME    DE    M,    PICARD. 


Le  théorème  de  M.  Picard. 

Nous  avons  déjà  parlé  (p.  5  et  6)  d'un  théorème  important  dé- 
couvert par  M.  Picard  en  1880;  ce  théorème  consiste  en  ce  que 
une  fonction  entière  F(s)  telle  que  les  équations 

F(z)  =  b,         a^b 

niaient  pas  de  racines,  se  réduit  nécessairement  à  une  con- 
stante. Nous  donnerons  dans  la  Note  1,  une  démonstration  géné- 
rale de  ce  théorème,  indépendante  de  la  théorie  des  fonctions 
modulaires. 

Dans  ce  Chapitre,  nous  allons,  comme  nous  l'avons  déjà  fait, 
nous  restreindre  aux  fonctions  de  genre  fini;  il  est  alors  aisé  de 
généraliser  le  résultat  de  M.  Picard,  de  sorte  que  nous  gagnerons 
en  précision  ce  que  nous  perdrons  en  étendue  ('). 

En  même  temps  que  le  théorème  que  nous  venons  de  rappeler, 
M.  Picard  a  démontré,  toujours  à  l'aide  de  la  théorie  des  fonc- 
tions modulaires,  le  théorème  plus  général  que  voici  :  Si  les 
équations 

Y{z)  =  b,        a^b 

ont  chacune  un  nombre  limité  de  racines,  la  fonction  entière 
F(3)  se  réduit  à  un  polj  nome.  Nous  allons,  en  supposant  F(5) 


(')  Les  généralisalions  que  nous  indiquerons  peuvent,  d'ailleurs,  être  étendues 
aux  fonctions  entières  les  plus  générales,  comme  je  l'ai  montré  dans  mon  Mé- 
moire des  Acla  matliematica  déjà  cité. 
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de  genre  fini,  démontrer  une  proposition  un  peu  plus  étendue; 
nous  considérerons  les  équations 

^'^  U(-')=Q(^), 

P(5)  et  Q(5)  étant  deux  polynômes  différents  ;  nous  montre- 
rons que  si  chacune  de  ces  équations  a  un  nombre  limité  de 
racines,  ^{z)  est  un  polynôme  {^). 

En  effet,  si  chacune  des  équations  (i)  a  un  nombre  limité  de 
racines  on  a,  évidemment, 

I  F(s)-P(z)  =  A(z)eH(.>, 
i  F(s)-Q(z)  =  B(^)eK(^ 

A(5)  etB(5)  étant  des  polynômes. 

D'autre  part,  la  fonction  F(z)  étant  de  genre  fini,  il  résulte 
manifestement  de  remarques  précédemment  faites  que  H(^)  et 
K(s)  sont  des  polynômes;  dès  lors,  en  retranchant  membre  à 
membre  les  égalités  (2),  on  obtient  l'identité 

dans  laquelle  P,  Q,  A,  B,  H,  K  sont  des  polynômes.  On  sait  que 
P  étant  différent  de  Q,  celte  identité  exige  que  H  et  K  soient  des 
constantes;  F(s)  est  donc  bien  un  polynôme,  ce  qu'il  fallait 
éîablir. 

Observons,  avec  M.  Hadamard,  que  ce  mode  de  démonstra- 
tion suggère  immédiatement  de  nombreuses  généralisations.  Par 
exemple  si  F(5)  et  (j{z)  sont  des  fonctions  de  genre  fini  ayant  un 
nombre  limité  de  zéros,  l'équation 

dans  laquelle  P,  Q,  R  sont  des  polynômes  quelconques,  a  né- 
cessairement une  infinité  de  racines,   à  moins  que  R(s)  étant 

nul,  le  quotient  7,4— T  ne  se  réduise  à  une  fraction  rationnelle.  On 

^  G(3) 

énoncerait  aisément  des  généralisations  analogues. 

A  un  autre  point  de  vue,  on  peut  étendre  une  partie  des  résul- 
tais précédents  à  des  fonctions  dont  le  genre  n'est  pas  fini;  nous 

(')   Voyez  Hadamaud,  Mémoire  cité,  §  15,  16,  17. 
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allons  développer  ce  point  avec  quelques  délails,  bien  que,  par 
cette  méthode,  l'on  aille  ainsi  moins  loin  que  nous  ne  le  ferons 
dans  la  Note  I.  Mais  le  procédé  de  démonstration  que  nous  em- 
ploierons, après  M.  Hadamard,  est  intéressant  en  lui-même  et 
nous  fournira  l'occasion  de  faire,  chemin  faisant,  des  remarques 
assez  importantes. 

11  s'agira  simplement  du  premier  théorème  de  M.  Picard,  c'est- 
à-dire  de  la  proposition  d'après  laquelle  il  ne  peut  pas  exister  de 
fonction  entière  non  constante  F(^)  telle  que  les  équations 

F(^)  =  «, 

¥(z)  =  b,         a^-b 

n'aient  aucune  racine. 

S'il  existe  une  fonction  F(^)  ajant  cette  propriété,  on  peut 
écrire 

(j{z)  étant  une  fonction  entière;  l'équation 

Y{z)=b 
devient  alors 

Par  hypothèse,  cette  équation  n'a  pas  de  racine  ;  or,  pour  que  z 
vérifie  cette  équation,  il  suffit  que  l'on  ait 

(2)  G(^)  =  log(6  —  a)~-v>.ktTz^ 

k  étant  un  entier  quelconque  [on  a  pris  pour  log(6  —  a)  une  dé- 
termination arbitraire;  on  se  rappelle  que  b  —  a  est  essentielle- 
ment différent  de  zéro].  Donc,  l'hypothèse  faite  sur  F(;:)  a  pour 
conséquence  que  l'équation  (2)  n'a,  quel  que  soit  A-,  aucune  ra- 
cine; en  particulier,  il  existe  deux  nombres  différents  a'  et  b'  tels 

que  les  équations 

G{z)^a', 

G(z)=--b' 

n'aient  pas  de  racines.  Ainsi  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Picard  pour  la  fonction  F(z)  se  ramène  à  la  démonstration  du 
même  théorème  pour  la  fonction  Q(z).  Il  semble  que  l'on  n'ait 
fait  que  déplacer  la  difficulté,  mais  qu'elle  subsiste  aussi  grande. 
Cependant,  dans  des  cas  très  étendus,  on  pourra  s'arranger  de  ma- 
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nière  à   être   ramené  au  cas  où  G{z)  est  de  genre  fini,  cas  pour 
lequel  le  théorème  vient  d'être  démontré. 

Supposons  qu'il  existe  un  nombre  m,  tel  que,  Mj  (r)  désignant 
le  maximum  du  module  de  F(^)  pour  {  ^  |  =  /-,  l'on  ait 

M,(/-)<e«''". 
Pvécrivons  l'identité 

on  a  donc,  pour  toute  valeur  de  z-, 

I  ef"'(-)  I  <  ee'"'. 

Désignons  par  A(/")  le  maximum  des  valeurs  positives  de  la 
partie  réelle  de  G(^)  pour  |  :;  |  =  /•;  il  existe  une  valeur  de  z,  de 
module  /',  pour  laquelle  ce  maximum  est  atteint  (');  pour  cette 
valeur  de  z  on  a 

I  gG{z)  i  ^  gMr) . 

on  peut  donc  écrire,  pour  toute  valeur  de  /*, 

gMr)  <-  ge'"\ 

c'est-à-dire 

A{r)<e'-"'. 

Dès  lors,  on  sait  que  G(:;)  est  du  genre  fini.  D'une  manière 
plus  précise  (page  65),  si  l'on  désigne  par  M(/-)  le  maximum  du 
module  de  G(^)  pour  |  :;  |  =  r,  et  par  s  un  nombre  positif  arbi- 
trairement petit,  on  a,  pourvu  que  ;•  soit  assez  grand, 

M(/-)<  e'•'""^^ 

Ainsi  le  premier  théorème  de  M.  Picard  se  trouve  démontré 
pour  les  fonctions  F(5)  vérifiant  l'inégalité 

lF(5)|<e«''". 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  F(^)  vérifie  l'inégalité, 

|F(-')|<e^'^'"; 

si  l'on  pose  encore 

F(3)  — «  =  eG(=), 


(')  On  sait,  en  effet,  qu'une  fonction  harmonique  régulière  dans  un  contour 
fermé  attti.it  son  maximum  en  un  point  du  contour. 
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o«  aura,  en  conservant  les  mêmes  notations, 

A(r)  <  É"-'''  . 
Or,  nous  avons  vu  que  l'on  a 

M(r)<'^A(/--f-s), 

k  étant  une  constante  indépendante  de  r,  pourvu  que  r  soit  assez 
grand.  On  en  conclut  (')  que,  qvielque  petit  que  soitv],  on  aura 
pour  r  assez  grand 

M(/')  <  ge''    , 

c'est-à-dire  que  la  fonction  entière  G(s)  rentre  dans  la  catégorie 
de  celles  pour  lesquelles  le  théorème  de  M.  Picard  est  démontré; 
il  en  est  dès  lors  de  même  de  la  fonction  F(^). 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  on  arrivera  à  démontrer  de 
proche  en  proche  le  théorème  pour  toutes  les  fonctions  F(s)  qiii 
vérifient  une  inégalité  de  la  forme 

,.m 

\F{z)\<e^-'       , 

le  nombre  des  exposants  superposés  étant  quelconque.  On  ne  res- 
treint d'ailleurs  pas  la  généralité  en  supposant  m^i,  puisque 
l'on  peut  augmenter  d'une  unité  le  nombre  des  exposants. 

Malheureusement,  on  n'épuise  pas  ainsi  l'ensemble  des  fonc- 
tions entières.  Si  l'on  pose 

oi{z)  ^-  e^, 


il  est  clair  que  la  série 


F(.)  =  2'^"'-^^- 


représente  une  fonction  entière;  si  l'on  désigne  par  M  (r)  le  maxi- 

(')  Il  suffit,  par  exemple,  de  prendre  e  —  i. 
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miim  du  module  de  F(^)  pour  [^  |  =  /',  on  a  visiblement,  quel  que 
soit,  m,  pourvu  que/*  soit  assez  grand  ('), 

M(r}>o,„(/-). 

Nous  avons  tenu  à  détailler  celle  démonstration  parce  qu'on 
pourrait  être  conduit  à  regarder  comme  évident  que,  si  la  fonc- 
tion e^'^'  vérifie,  quel  r|ue  soit  s,  l'inégalité 

|eGi--)    <eO(/-i^ 

l'on  a  aussi,  quel  que  soit  z^ 

|G(.-)1<Ô(/'). 
Or,  cela  n'est  pas  exact  en  général  ;  on  a  simplement 

A(/-)<0(/-), 

et  il  faut  utiliser  les  développements  des  pages  65-68  pour  trouver 
une  relation  d'inégalité  entre  M(/')  et  B(/"). 

Cette  relation  s'obtient  aisément,  comme  nous  l'avons  vi:, 
lorsque  9(r)  vérifie,  pour  quelque  valeur  de  m,  l'inégalité 

mais,  dans  le  casoù9(/*)  ne  vérifierait  celte  inégalité  pour  aucune 
valeur  de  m,  il  faudrait  reprendre  l'inégalité 

et  la  traiter  par  des  méthodes  analogues  à  celles  de  la  JNote  I. 
D'ailleurs,  ces  remarques  n'ont  pas  de  rapport  avec  la  démonstra- 
tion du  théorème  de  M.  Picard,  laquelle  ne  semble  pas,  par  cette 
méthode,  pouvoir  être  étendue  plus  que  nous  ne  venons  de  le 
faiie  avec  M.  Hadaniard. 


(  '  )  On  pourrait  rallaclier  ce  résultat  au  tiiéorèine  fondamental  de  Paul  du  Bois- 
Reymond  sur  les  fonctions  positives  croissantes  {voir  mes  Leçons  sur  la  Théorie 
des  fonctions,  Noie  I).  On  utiliserait  pour  cela  une  remarque  de  M.  Poincaré, 
d'après  laquelle,  étant  donnée  une  fonction  positive  croissante,  on  peut  trouver 
une  fonction  entière  croissant  plus  vite  {American  Journal  of  Malhematics , 
t.  XIV,  p.  21 4). 
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Le  théorème  de  M.  Picard  généralisé. 

Nous  allons  montrer  maintenant  comment  une  généralisation 
aisée  du  théorème  de  M.  Picard  permet  de  fournir  une  réponse  à 
la  question  suivante  :  F(5)  étant  une  fonction  entière,  que  peut-on 
dire  de  général  sur  la  distribution  dans  ce  plan  des  racines 

F(z)  =  a, 

a  étant  une  constante  quelconque?  Le  nombre  des  racines  de  cette 
équation,  dont  le  module  est  inférieur  à  r,  est  une  fonction  de  r. 
Le  théorème  de  M.  Picard  nous  apprend  que,  F(-s)  étant  donné, 
cette  fonction  ^a('')  croît  indéfiniment  avec  r,  sauf  peut-être 
pour  une  valeur  de  a.  La  généralisation  dont  nous  allons  parler 
nous  renseignera  d'une  manière  plus  précise  sur  cette  fonction; 
le  point  important  sera  toujours  l'existence  possible  d'un  cas  d'ex- 
ception unique. 

Nous  nous  bornerons,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  aux 
fonctions  de  genre  fini;  nous  dirons  seulement,  à  la  fin  du  para- 
graphe, quelques  mots  d'un  cas  un  peu  plus  général. 

Considérons  une  fonction  F(-5)  de  genre  fini  et  supposons 
d'abord  que  son  ordre  apparent  ne  soit  pas  un  nombre  entier; 
nous  savons  alors  que  V ordre  réel  est  égal  à  l'ordre  apparent; 
nous  connaissons  donc  l'exposant  de  convergence  de  la  suite  de 
ses  zéros;  cet  exposant  reste  le  même  pour  toutes  les  fonctions 
F(s)  —  a,  lesquelles  ont  visiblement  le  même  ordre  apparent.  Ici 
le  cas  d'exception  de  M.  Picard  ne  peut  pas  se  présenter  :  quand 
Ton  se  borne  aux  fonctions  de  genre  fini,  il  est  clair  que  le  cas 
que  nous  venons  d'examiner  est  celui  que  l'on  devrait  considérer 
comme  le  plus  général;  à  ce  point  de  vue,  l'étude  des  zéros  paraît 
ne  se  rattacher  qu'indirectement  au  théorème  de  M.  Picard, 
puisque,  dans  la  plupart  des  cas,  on  peut  affirmer  a  prioii  (\\\e  le 
cas  d'exception  est  impossible.  Mais  sans  faire  la  théorie  des  fonc- 
tions de  genre  infini,  nous  pouvons  indiquer  que,  pour  toutes  ces 
fonctions,  le  cas  d'exception  de  M.  Picard  est  possible  a  priori, 
c'est-à-dire  lorsqu'on  connaît  seulement  le  mode  de  croissance 
(ce  qu'on  peut  encore  appeler  Vordre  apparent,  qui  seulement  est 
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maintenant  un  nombre  infini);  par  suite,  le  cas  que  nous  allons 
maintenant  examiner  {ordre  apparent  entier),  Viex\  que  très  par- 
ticulier dans  la  théorie  des  fonctions  de  genre  fini,  est,  en  fait,  le 
cas  le  plus  général  lorsque  l'on  considère  les  fonctions  entières 
dans  leur  ensemble  ('  ). 

Soit  donc  maintenant  F(^)  une  fonction  entière  dont  l'ordre 
apparent  est  un  nombre  fini  jo.  Soient  ^{z)  et  <pj  (5)  des  fonctions 
entières  quelconques  d'ordre  apparent  inférieur  kp.  Nous  allons 
montrer  que  parmi  l'ensemble  des  fonctions 

cp(^)F(-)-?i(-) 

il  y  en  a  une  au  plus  dont  V  ordre  réel  est  inférieur  ù  p  {-).  En 
d'autres  termes,  les  équations  de  la  forme 

1'  (  2  )  =    -^ 

sont  toutes,  sauf  une  au  plus,  telles  que  l'exposant  de  convergence 
de  la  suite  de  leurs  racines  est  égal  kp. 
Supposons  en  effet  que  les  deux  fonctions 

aient  un  ordre  apparent  inférieur  à/?  ;  on  aura 

<t>(s)  et  ^'(^)  étant  des  fonctions  entières  d'ordre  apparent  infé- 
rieur à  p,  P(-3)  et  Q(^)  étant  des  pol_ynomes  de  degré  p.  En  éli- 
minant F(5)  entre  ces  équations,  on  obtient 

^,{z)  cp(^)  _  o,{z)  ^{z  )  =  ^,(3)  *(z)  eP*=)  -  ?i(^)  1K^)  e'^^\ 


(')  Bien  entendu,  les  fonctions  entières  pour  lesquelles  le  cas  d'exception  de 
M.  Picard  se  présente  effectivement  sont  très  particulières;  ce  que  nous  voulons 
dire,  c'est  que,  étant  donné  un  mode  de  croissance  (au  sens  précisé  dans  un 
Mémoire  déjà  cité,  p.  372),  il  y  a  des  fonctions  entières  ayant  ce  mode  de  crois- 
sance et  pour  lesquelles  ce  cas  d'exception  se  présente  (sauf  dans  le  cas  particu- 
lier que  nous  venons  d'examiner). 

(^)  D'une  manière  plus  précise,  s'il  y  en  a  plusieurs,  on  peut  les  déduire  de 
l'une  d'entre  elles  en  la  multipliant  par  une  fonction  entière. 
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c'est-à-dire  une  relalion  de  la  forme 

(i)  M(2)e''(=)-t-N(x;)eQ(-)  :^  L(s), 

dans  laquelle  P(-3)  et  Q(:;)  sont  des  polj'nomes  de  degré  efTecti- 
vcment  égal  àp,  tandis  que  M(^),  N(s),  L(5)  sont  des  fonctions 
entières  dont  l'ordre  apparent  est  inférieur  à/?.  Une  telle  relation 
est  impossible.  En  effet,  si  nous  prenons  la  dérivée  des  deux 
membres  de  l'identité  (i),  nous  obtenons,  en  désignant  les  dérivées 
par  des  accents, 

(2)  (M'+ MP')e''*->^(;N'-^NQ')eU(-^)  r=L'. 

Les  équations  (1)  et  (2)  donnent  immédiatement 

(MN'  —  NM')  e''(-)  =      L(N'  +  NQ')  —  L'N, 
(MN'— NM')eQw  =  — L(M'-4-MP')-i-L'M, 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

a(^),  ^(^),  y(5)  étant  des  fonctions  entières  dont  l'ordre  est  infé- 
i-ieur  à  p  ;  nous  savons  que  cela  est  impossible  car,  lorsque  le  quo- 
tient de  deux  telles  fonctions  est  une  fonction  entière,  l'ordre  dj 
cette  fonction  est  inférieur  à  p. 

Nous  avons  supposé  implicitement  que  l'on  a 

MK'— NMVo, 

,         ,    1-  ,  M     ,     ^  ... 

c  est-a-dire  que  le  rapport  ^  n  est  pas  une  constante;  si  1  on  a 

M(2)  =  GN(^), 
l'équation  (i)  devient 


GeP(=)  +  eQ(z)  = 


^{Z)' 


le  second  membre  est  comme  le  premier  une  fonction  entière;  son 
ordre  est  donc  inférieur  à  p  ;  l'ordre  du  premier  membre  est  visi- 
blement égal  à  /),  à  moins  que  ce  premier  membre  ne  soit  identi- 
quement nul,  tiuquel  cas  on  arriverait  aisément  à  la  relation 

oi(z)      'lll(z^ 
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il  existe  alors  deux  fonctions  entières  •)^(s)  et  •)(^,  (2)  telles  que  l'on 
ait 

cp,(^)=  e(^)xi(s), 

0(2)  et  71(2)  étant  des  fonctions  entières. 
Ainsi,  parmi  les  équations  de  la  forme 

¥(z)  = ) 

une  au  plus  est  telle  que  V exposant  de  convergence  de  la  suite 
de  ses  racines  est  inférieur  à  p.  Il  n'est  pas  inutile  de  remar- 
quer que,  lorsqu'on  est  dans  le  cas  d'exception,  l'exposant  de 
convergence  peut  avoir  une  valeur  quelconque  inférieure  à/>  :  on 
ne  sait  rien  sur  son  compte.  Il  suffit,  en  effet,  de  prendre 

F(s)  =  G(5)eQ<^), 

Q(5)  étant  un  polynôme  de  degré  p  et  0{z)  un  produit  cano- 
nique de  facteurs  primaires  dont  l'ordre  p  est  inférieur  k p.  Nous 
laisserons  donc  complètement  de  côté  le  cas  d'exception;  suppo- 
sant que  nous  sommes  dans  le  cas  général,  nous  allons  chercher 
à  préciser  le  plus  possible  ce  que  nous  savons  sur  la  distribution 
des  racines  d'une  fonction  entière  dont  l'ordre  apparent  est 
donné. 

11  nous  suffira,  pour  cela,  de  nous  reporter  à  des  remarques 
faites  plus  haut,  relativement  à  l'exposant  de  convergence  d'une 
suite.  Nous  savons  que,  si  l'exposant  de  convergence  de  la  suite 


est  égala  a,  on  peut  affirmer  que  V inégalité 

1 

(1)  rn^  n'- 
est vérifiée  quelque  petit  que  soit  t  donné  d'avance,  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  n.  D'autre  part,  l'inégalité 

1 

-  +  e 

(2)  rn<n^ 

est  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n. 

B.  -7 
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Mais  il  peut  arriver   qu'il  existe  aussi  une  infinité  de  valeurs 
de  n  pour  lesquelles  cette  dernière  inégalité  n'ait  pas  lieu. 
En  d'autres  termes,  si  l'on  considère  la  suite 

log2  logo  l0g« 

on  peut  affirmer  que  c  est  la  plus  petite  de  ses  limites;  mais  on 

n'est  pas  certain  que  la  suite  tende  vers  la  limite  unique  ^• 
Dans  la  Note  II,  nous  indiquerons  comment  l'on  peut,  dans  certains 
cas,  montrer  qu'il  en  est  bien  ainsi,  ce  qui  complétera  les  résultats 
déjà  acquis. 

Il  est  une  autre  direction  dans  laquelle  on  pourrait  chercher  à 
préciser  nos  résultats;  les  inégalités  (i)  et  (2),  même  si  elles 
étaient  vérifiées  pour  toute  valeur  de  n,  sont  loin  de  définir  com- 
plètement la  manière  dont  croît  /„  ;  on  peut  dire  que  la  croissance 
de  /■«  se  trouve  renfermée  entre  certaines  limites,  mais  on  pour- 
rait se  proposer  de  resserrer  davantage  ces  limites.  Par  exemple, 
il  est  manifeste  que  si  l'on  prend 

1 
r„  =  «^(log/i/', 

k  étant  un  nombre  positif  ou  négatif  quelconque,  les  inégalités  (i) 
et  (2)  sont,  quelque  petit  que  soit  e,  vérifiées  toutes  deux  à  partir 
de  quelque  valeur  de  n;  ne  pourrait-on  pas,  connaissant  le  mode 
de  croissance  de  la  fonction  entière,  remplacer  les  inégalités  (2) 
par  des  inégalités  de  la  forme 

1 
/■„>  rt?(logn)^-£, 

1  ' 

r„<nP(Iogn)*+^, 

dans  lesquelles  k  aurait  une  valeur  connue?  Il  est  clair  que  l'on 
serait  ainsi  mieux  renseigné  sur  la  croissance  de  r„,  bien  qu'une 
infinité  de  fonctions  croissantes  puissent  être  placées  encore 
entre  les  nouvelles  limites;  on  pourrait  d'ailleurs  se  proposer  de 
les  resserrer  encore,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment,  et  même 
transfiniment  (  '  ) . 

(  '  )  Voir  mes  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  Note  II. 
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II  est  manifeste  que  pour  calculer  r^  avec  une  précision  déter- 
minée, il  est  nécessaire  de  connaître  M(/)  avec  une  précision 
comparable;  nous  allons  en  conclure  que  l'on  ne  peut  même  pas 
espérer  accomplir  le  premier  des  progrès  que  nous  venons  de 
signaler,  à  moins  de  recourir  à  des  considérations  d'une  tout  autre 
nature  que  celles  qui  ont  été  employées  jusqu'ici. 

Considérons,  en  effet,  les  deux  fonctions  entières 


.       -KZ 

sin  —  7 

2 

I 

les  zéros  de  la  première  sont 

o,          0.,           —  -2,          4, 

-4,      G 

et  ceux  de  la  seconde 

o,     —  I,     — ■?.,     —  3, 

-4,     - 

-6, 


5,     -6, 


Au  point  de  vue  auquel  nous  nous  plaçons,  ;„  doit  être  consi- 
déré comme  croissant  de  la  même  manière,  pour  les  deux  fonc- 
tions entières  considérées.  Or,  si  l'on  considère  le  module  maxi- 
mum M(/')  des  deux  fonctions  entières,  il  a  les  deux  formes 
distinctes  (  '  ) 

k  et  k'  étant  des  constantes;  les  logarithmes  de  ces  expressions 
sont  respectivement  proportionnels  à 


On  voit  donc  que  les  considérations  développées  jusque  ici  ne 
permettent  pas  d'atteindre  une  précision  assez  grande  pour 
distinguer  entre  elles  la  croissance  de  ces  deux  fonctions  : 
nous  devons  les  regarder  comme  identiques. 

En  résulte-t-il  que  l'on  doive  renoncer  à  aborder  les  sujets  de 
recherches  que  nous  indiquions?  Nullement,  et  l'on  aperçoit  immé- 
diatement deux  voies  dans  lesquelles  on  obtiendrait  sans  doute 
des  résultats  :  on  pourrait  d'abord  supposer  le  nombre  p  assez 
petit  ou  même  nul  ;  il  en  résulterait  des  facilités  spéciales.  D'autre 
part,  et  cette  seconde  voie  paraît  pouvoir  être  plus   féconde  en 


(*)  Nous  négligeons  pour un  facteur  accessoire  sans  importance. 
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résultats,  mais  en  même  temps  plus  malaisée,  on  pourrait  tenir 
compte  des  arguments  des  zéros,  dont  il  n'a  pas  été  question  jus- 
qu'ici. On  devrait,  par  exemple,  expliquer  la  différence  que  nous 
venons  de  signaler  entre  ^r, — x  etsin^  par  le  fait  que  les  zéros  de 
la  première  de  ces  fonctions  ont  tous  même  argument,  tandis  que 
pour  la  seconde  les  arguments  ont  deux  valeurs  qui  diffèrent  de  tt. 
A  un  point  de  vue  un  peu  différent,  le  problème  se  poserait 
comme  il  suit  :  que  peut-on  dire  de  commun  sur  les  modules  et 
les  arguments  des  racines  de  toutes  les  équations  de  la  forme 

F{z)  =  a, 

où  F(z)  est  une  fonction  entière?  Ou  bien  :  on  donne  F(z)  par 
sa  décomposition  en  facteurs  primaires;  peut-on  en  conclure 
quelque  résultat  précis  sur  la  décomposition  de  F(^)  —  a?  Par 
exemple,  désignant  par  r,i  le  module  du  /i"™^  zéro  de  F(5),  par 
R,i  le  module  du  /z'*^™*^  zéro  de  F(^)  —  «,  peut-on  affirmer  que,  le 
cas  d'exception  de  M.  Picard  étant  écarté,  le  rapport  t^  tend  vers 
l'unité  quand  n  augmente  indéfiniment?  Nous  nous  contentons 
d'indiquer  cette  question  comme  type;  on  pourrait  en  imaginer 
une  infinité  d'autres;  mais  il  serait  préférable  de  trouver  d'abord 
une  méthode  pour  y  répondre. 

En  terminant,  nous  allons,  comme  nous  l'avons  annoncé,  indi- 
quer une  généralisation  du  théorème  de  M.  Picard  dans  laquelle 
interviennent,  en  réalité,  des  fonctions  de  genre  infini;  nous  pour- 
rons cependant  donner  à  l'énoncé  une  forme  telle  qu'il  n'y  figure 
que  des  fonctions  de  genre  fini.  Rappelons  qu'une  fonction  en- 
tière est  d'ordre  réel  fini  lorsque  ses  zéros  peuvent  être  considérés 
comme  ceux  d'une  fonction  de  genre  fini.  Voici  maintenant  le 
théorème  que  nous  allons  démontrer  : 

Soit  F  (s)  une  fonction  entière  vérifiant,  pour  toute  valeur 
de  z^  l'inégalité  {^) 

dans  laquelle  m  est  une  constante;  soient,  d'autre  part,  vi[z), 


(')  Cette  hypothèse  sert  seulement  à  simplihcr  la  démonstration;  le  théorème 
reste  exact  si  on  la  supprime. 


\ 
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ç),(^),  <!>(2),  ^i{^)  des  fonctions  entières  de  genre  fini  telles 
que  V on  ait 

(2)  ^'^\  —  ^\^9^o; 
si  les  deux  fonctions  entières 

Çp(z)F(2)  —  CJi(z), 

sont  d'ordre  réel  fini,  la  fonction  F  (5)  est  de  genre  fini. 

En  d'aulres  termes,  5/ F  (s)  est  de  genre  infini,  il  peut  exister 
au  plus  une  équation  de  la  forme 

F(z)  =  ^±l, 
o(z) 

telle  que  la  suite  de  ses  racines  ait  un  exposant  de  convergence 
fini. 

Mais  reprenons  notre  premier  énoncé  ;  il  résulte  des  hypothèses 
faites  que  l'on  a 

(3)  cp(^)F(z)-ç,(z)=e(^)eGw, 

(4)  ^{z)¥{z)  -^,{z)  =i{z)e^^-), 

8(5)  et  yfz)  étant  des  fonctions  de  genre  fini,  tandis  que  G(:;) 
€tH(;î)  sont  des  fonctions  entières  ou  des  poljnomes.  Pour  notre 
but,  il  faut  prouver  que  ce  sont  des  poljnomes;  la  fonction  F(5) 
sera  dès  lors  nécessairement  de  genre  fini. 

Or  on  voit  tout  d'abord  que  G(^)  et  H(3)  ne  peuvent  être  de 
genre  infini  5  c'est  une  conséquence  de  l'inégalité  (i);  il  suffît  de 
raisonner  comme  à  la  page  gr.  Ce  point  étant  acquis,  éliminons 
F(5)  enti-e  (3)  et  (4);  il  vient 

(5)  M(^)eG(=)-^N(z)e"(=)  =L(^), 

M,  N,  L  étant  des  fonctions  de  genre  fini  dont  la  dernière  est  dif- 
férente de  zéro  en  vertu  de  (2).  Il  en  résulte  tout  d'abord  que  si 
la  difi'érence  G(^)  —  H(s)  est  un  polynôme  Q(5),  on  peut  affir- 
mer que  Q{z)  et   H(s)  sont  des  polynômes,   car  l'identité   (5) 

peut  s'écrire 

M(s)  eQ(-i -+-N(z)  =  L(2)  e-"(=', 

le  premier  membre  est  de  genre  fini  et,  L(^)  étant  de  genre  fini 
et  différent  de  zéro,  le  second  membre  ne  peut  être  de  genre  fini 
que  si  H(^)  est  un  pol}'nome. 
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Diflférentions  maintenant  l'identité  (5);  nous  obtenons 

(6)  (M'-i-MG')eGi=)-f-(N'-t-NH')eHi^)  =  L' ; 

dès  lors,  en  combinant  (5)  et  (6),  on  obtient 

(MN'— M'N)eG(^)  =      L(N'-4-NH')  — L'N, 
(MN'— M'N)e»'-)  =  — L(M'-i-MG')^-L'M. 

M 
Or  MN'  —  M/N  est  différent  de  zéro;  sinon  le  rapport  ^  serait 

constant  et  cette  hypothèse  s'écarte  aisément  (');  dès  lors,  les 
fonctions  entières  e^'^',  e"'"'  se  présentent  chacune  comme  le  quo- 
tient de  deux  fonctions  entières  de  genre  fini;  elles  sont  donc 
elles-mêmes  de  genre  fini,  d'après  une  remarque  déjà  faite,  ce 
qui  établit  notre  théorème. 

Nous  en  resterons  là  sur  ce  sujet;  nous  espérons  avoir  montré 
quelle  importance  le  théorème  de  M.  Picard  a  dans  la  théorie 
des  fonctions  entières.  Sachant  qu'il  peut  exister  un  cas  d'excep- 
tion, on  ne  perd  pas  de  temps  à  chercher  un  résultat  impossible  à 
atteindre  :  la  détermination  tout  à  fait  générale  de  la  densité  des 
zéros  d'après  le  mode  de  croissance;  et,  d'autre  part,  sachant  que 
le  cas  d'exception  est  unique,  on  peut  espérer  obtenir  des  théo- 
rèmes s'appliquant  à  tous  les  cas  non  exceptionnels  et  ayant,  par 
suite,  un  champ  d'application  fort  large.  Nous  en  avons  donné  ici 
quelques-uns,  nous  irons  un  peu  plus  loin  dans  les  Notes;  mais 
nous  verrons  aussi  qu'il  j  a  encore  beaucoup  à  faire  dans  cette 
direction  et  nous  signalerons  quelques  sujets  de  recherches  qui 
se  présentent  naturellement  et  qui  ont  presque  tous  leur  point  de 
départ  dans  le  théorème  qui  a  fait  l'objet  de  ce  Chapitre. 


(  '  )  En  effet,  si  M=  CN,  l'égalité  (5)  peut  s'écrire 
d'où,  en  différentiant, 


N^ 


H-G       /L'^-LN'        G'L\       G. 
(_H-G)e         =(^ +-^-je      , 

or,  s    H — G  n'est  pas  un  polynôme  H' — G'  n'est  pas  nul,  et  avec  cette  identité 
on  prouve,  comme  dans  le  texte,  que  e    est  de  genre  fini,  ce  qui  suffit. 


NOTE  I. 


DEMONSTRATION  ELEMENTAIRE  D  UN  THEOREME  DE  M. 
SUR  LES  FONCTIONS  ENTIERES  (  '  ). 


Je  me  propose  de  donner  une  démonstration  directe  d'un  théorème  de 
M.  Picard  sur  les  fonctions  entières,  d'après  lequel  une  fonction  entière  ne 
devenant  égale  ni  à  a  ni  à  b{a  y^  b)  se  réduit  nécessairement  à  une  con- 
stante. La  question  se  ramène  à  prouver  l'impossibilité  d'une  relation  de 
la  forme 

(i)  e«;(3)  +  efi,(=)=i, 

G  et  Gi  étant  des  fonctions  entières.    Nous   poserons,    n   étant  un    entier 
positif,  nul  ou  négatif, 

(2)  G,(2)  — 2rtiTr  =  er„u). 

Soient  M{r)  le  maximum  de  jG(s)  |  lorsque  ]  z  |  ^  r,  A(r)  la  plus  grande 
valeur  positive  de  la  partie  réelle  P  de  G(^)  lorsque  |  ^  |  =  r  et  —  B(r)  la 
plus  grande  valeur  négative  de  P  pour  ]  s  |  =  r.  A  l'aide  de  Gi  et  de  r„, 
nous  définirons  de  même  Mi,  Ai,  Bj,  [ji„,  a,j,  p„.  Nous  désigneions  par  K 
une  constante  qui  ne  sera  pas  la  même  dans  toutes  nos  inégalités,  mais 
qui  sera  comprise  entre  des  limites  finies,  par  exemple  entre  o,ooi  et 
1000;  nous  remarquerons  que  M,  A,  B,  ...  augmentent  indéfiniment 
avec  r  et  nous  supposerons  |  z  |  assez  grand  pour  qu'ils  soient  très  grands 
par  rapport  aux  termes  constants  de  G  et  Gj.  Posons,  «o  et  a'^  étant  réels, 
ainsi  que  P  et  Q, 

G(^)  =  «0  -H  i«'o-i-«i3  -f-  «2^'  -!-.  .  .-H  a,„z'«-t-. . .  =  ?(/•,  9)  +  i  Q(r,  6). 


(')  Je  reproduis  ici  textuellement  une  Note  insérée  le  11  mai  1896  dans  les, 
Comptes  rendus;  on  y  trouvera  un  exemple  de  la  nature  des  raisonnements  qu'on 
est  amené  à  employer  lorsqu'on  ne  fait  aucune  hypothèse  sur  la  croissance  des 
fonctions  entières  que  l'on  considère;  on  ne  peut  alors,  faute  d'étalon  déterminéy 
comparer  entre  elles  directement  les  diverses  fonctions  positives  croissantes  qui 
s'introduisent;  on  est  amené  à  faire,  par  un  détour,  une  comparaison  indirecte. 
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On    a   manifestement    (Cf.    Hadamard,    Comptes    rendus,     t.    GXIV, 
p.  io53) 

'       P(6,  r)e-''«0<i6,         -îTzao^  Pdd; 

0  ^0 

T^r'n\a,„\<f     |PI^6, 

^2U 

7rr'"|a,„|  +  27rao<  /       (  |  P  |  +  P)  c?6  <  47:A(r), 
•A 

.7:«o</       (jP|  -P)r/e<4TiB(7'). 


TT/-'"      «/«      —  2: 


Supposons  que  le  module  dez  soit  inférieur  ou  égal  à  un  nombre  p  <  '* 
nous  aurons 

G{z)<\a^\  +  |a'o  |  +  [4A(/-)H-2|aol]  f-  -4-  ^^  +...J, 

et,  par  suite, 

(3)  M(p)<K^^ 

r 

La  même  inégalité  a  lieu  en  remplaçant  A  par  B  ou  en  introduisant  Aj, 
Bi,  Mj.  Pour  a,i,  p„,  [jl„,  il  faut  remarquer  que  dans  Tn.  le  terme  constant 
est,  lorsque  n  est  grand,  de  l'ordre  de  grandeur  de  log  |  n  \  (nous  pouvons 
supposer  que  le  cofficient  de  i  est  compris  entre  — tt  et  -i-t:);  on  aura 
donc  (1) 

a„(/-)-i-  log  |/i  I 


(4)  |a„(p)<Kp 


-P 


Cela  posé,  nous  pouvons  donner  à  z  une  valeur  Zq  ayant  un  module 
donné  /■  et  telle  que  la  partie  réelle  de  G(z)  soit  égale  à  —  B(/')j  ^^  '^ 
alors 

et,  par  suite,  n  étant  un  entier  déterminé, 

|Gi(3o)  — 2/tjTr|  =  Ke-»('-). 
On  a  d'ailleurs  évidemment,  puisque  |  zq  |  =  /', 
(5)  \imz\  <  Mi(/-)  +  Ke-B('-'<KMi(/-); 


(')    Dans  celle   inégalilé  et  les  suivantes,  lorsque  n  est  nul,  log|«|   doit  être 
reniplacc  par  zéro. 
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or 

(6)  Gi(zo)  —  '2niTz  =  e^n'zo); 


on  a  donc 


\T,(zo)\>KB{r), 


et,  a  fortiori, 

(7)  ^„(r)>KB(r). 
De  même,  si  R  >  r,  d'après  (2)  et  (5), 

ea„(R)<M,(R)-^|  2/171]  <KM,(R), 

(8)  a„(R)^IogI/i!<KlogM,(R). 

En  remplaçant  dans  (4)  ''  et  p  par  R  et  /•,  tenant  compte  de  (7)  et  (8), 
on  a 

B(r)<K,a„(r)<KR!^î^^^. 
Or,  p  étant  inférieur  à  r,  on  a,  d'après  (4), 

A(p)<M(p)<k£^\ 

D'autre  part,  d'après  (i),  on  a 

A,(p)<KA(p); 
donc,  si  p'  <  p,  on  a 

M,(p'^<Kp'^(4<Kp'A(4 
9-9  ?-P 

P?'B(r) ^  RppMogMi(R) 

(r-p)(p-p')"^      (R-r)(r-p)(p-p')' 

En  supposant  R  —  r  ^=  r  —  p  =  p  —  p',  on  en  conclut 

M,(R)>K^^-^'[M,(p')p. 

Il  suffit  de  faire  successivement 

p'^X,        R  =  X-+-/?;        p'  =  X  +  A,        R=X-f-A-i--; 

p  =  À -t- A  H — j         R  =  A -t- A  H h  vj         •••» 

■^  2  24 

pour  constater  que  si  Mi(X)  est  assez  grand  et  h  convenablement  choisi, 
Mi(X-f-2A)  dépasse  toute  quantité  assignable;  le  rayon  de  convergence 
de  Gti{z)  serait  donc  au  plus  égal  à  X  -h  ih. 

Je  termine  en  énonçant  la  proposition  suivante  qui,  pour  moi,  n'est  pas 
douteuse,  bien  que  je  ne  l'aie  pas  démontrée  rigoureusement  en  général  : 
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G(^)  étant  une  fonction  entière,  M.  Hadamard  a  indiqué  une  limite  supé- 
rieure 5p(/')  du  nombre  des  racines  de  module  inférieur  à  r;  parmi  les 
équations  G{z)  =  P(s),  dans  lesquelles  P(^),  est  un  polynôme,  il  y  en 
au  plus  une  telle  que  le  nombre  de  ses  racines  de  module  inférieur 
à  r  soit,  pour  r  très  grand,  inférieur  à  Iogç(/*)  (  *  ). 


(')  Dans  mon  Mémoire  déjà  cité  des  Acta  mathematica  (t.  XX),  publié  après 
la  Note  qui  est  reproduite  ici,  j'ai  démontré  une  proposition  encore  plus  précise 
que  celle-là  (voir  Comptes  rendus,  12  octobre  1896). 


NOTE  II. 


LES    FONCTIONS    A    CROISSANCE    REGULIERE. 


Définitions  et  énoncés. 

Considérons  une  fonction  entière  F(^)  d'ordre  fini  et  différent  de  zéro; 
soit  M(r)  le  maximum  de  son  module  pour  ]  z  |  =  r;  il  existe  certaine- 
ment deux  nombres  a  et  p  tels  que  l'on  ait,  pour  toute  valeur  de  /•, 

e'-'''<  M(r)<  e'-^ 
l'expression 

loglogM(/-) 
^'^  logr 

est  donc  toujours  comprise  entre  a  et  P;  dès  lors,  elle  tend  nécessai- 
rement vers  une  ou  plusieurs  Ilimites  remplissant  un  intervalle  compris 
entre  a  et  ^  (et  pouvant  coïncider  avec  l'intervalle  a^).  Nous  dirons  que 
la  fonction  M(r)  est  à  croissance  régulière  si  cet  intervalle  se  réduit 
à  un  point,  c'est-à-dire  si  V expression  (i)  tend  vers  une  limite  p 
lorsque  r  augmente  indéfiniment. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  entière  F(^)  sera  dite  elle-même  à  croissance 
régulière. 

La  définition  que  nous  venons  de  donner  se  rattache  intimement  aux 
considérations  sur  les  ordres  d'infinitude,  développées  à  la  fin  du  Chapitre  I 
(p.  Il  et  23);  en  se  servant  de  ces  définitions  on  voit  que  M(/-)  est  à  crois- 
sance régulière  dans  le  cas  oîi  l'ordre  d'infinitude  de  logM(r)  est  déter- 
miné (*). 

Nous  désignerons,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  par  «„  les  zéros  de 
F(z)et  par  r„  leurs  modules;  d'après  la  définition  qui  vient  d'être  rappelée, 
l'ordre  d'infinitude  de  /•„  est  déterminé  s'il  existe  un  nombre   X  tel  que, 


(')  On  pourrait  convenir  de  parler  aussi  de  l'ordre  d'inCinilude  de  M(/-)  {voir 
mon  Mémoire  sur  les  séries  divergentes.  Annales  de  l'École  Anormale,  1899), 
mais  nous  ne  pouvons  ici  faire  une  théorie  complète  des  ordres  d'infinitude; 
nous  espérons  pouvoir  y  revenir  un  jour  en  détail  ;  nous  nous  contentons  de 
donner,  aussi  simplement  que  possible,  les  quelques  définitions  qui  nous  sont 
nécessaires. 
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quelque  petit  que  soit  s  donné  d'avance,  il  existe  un  nombre  m.  tel  que 
l'inégalité 

entraîne  les  inégalités 

^X-e  <^  ,.,i  <  nf^+^. 

On  voit  que  l'exposant  de  convergence  de  la  suite  des  r„  est  égal  à  c-  ; 

nous  le  désignerons  par  p  et  nous  supposerons  que  ce  n'est  pas  un 
nombre  entier.  Enfin  nous  supposerons  que  F(^)  dont  l'ordre  réel  est 
égal  à  p,  d'après  ce  qui  précède,  a  aussi  p  comme  ordre  apparent  :  c'est- 
à-dire  que  l'on  ne  se  trouve  pas  dans  le  cas  d'exception  de  M,  Picard. 
Gela  posé,  nous  nous  proposons  de  démontrer  dans  cette  Note  les  deux 
théorèmes  suivants  : 

1°  Si  l'ordre  d'infmitude  de  rn  est  déterminé,  la  fonction  F(z)  est 
à  croissance  régulière; 

1°  Si  la  fonction  ¥  {z)  est  à  croissance  régulière,  l'ordre  d'infini- 
tude  de  r^  est  déterminé. 

Il  n'est  pas  inutile  de  préciser  ce  que  ces  énoncés  ajoutent  aux  résultats 
déjà  acquis  : 

i"  Nous  avons  démontré  que  si  p  est  l'exposant  de  convergence  de  la 
suite  des  r„,  c'est-à-dire,  si,  quelque  soit  e  donné  à  Vavance,  il  existe 
un  nombre  m  tel  que  l'inégalité 

ny>  m 


ent  raine 

j 

(') 

ra>n9~'\ 

tandis  que  V inégalité 

{•>■) 

i  +  e 
/•„  <  nP 

est  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  il  en  résulte  que  l'ordre 
apparent  de  F(^)  est  égal  à  p,  c'est-à-dire  que,  quel  que  soit  z  donné  à 
l'avance,  il  existe  un  nombre  R  tel  que  l'inégalité 

r>R 

entraine 

(3)  |F(^)l<e'-^^-', 
tandis  que  V inégalité 

(4)  m{r)>e'-'" 

est  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de   r  croissant  indéfiniment. 
Notre   premier  théorème   consiste   en  ce  que,  si  l'on  suppose  l'inéga- 
lité (2)  vérifiée   dans  les  mêmes  conditions  que  l'inégalité  (i)  (c'est- 
à-dire  pour  n  >  m  et  non  pas   seulement  ponr  une  infinité   de  valeurs 
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de  /i),  r inégalité  (  4) sera  vérifiée  dans  les  mêmes  conditions  que  l'iné- 
galité (3)  (c'est-à-dire  pour  /■  >>  R  et  non  plus  seulement  pour  une  infi- 
nité de  valeurs  de  r). 

1"  Nous  avons  démontré  aussi  la  réciproque  de  la  proposition  précé- 
dente; si  l'on  suppose  l'ordre  apparent  de  F(^)  égal  à  p,  c'est-à-dire  si 
les  inégalités  (3)  et  (4)  sont  vérifiées,  la  première  à  partir  d'une  cer- 
taine valeur  de  r,  la  seconde  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  crois- 
sant indéfiniment,  il  en  résulte  que  l'exposant  de  convergence  de  la 
suite  des  r„  est  égal  à  p,  c'est-à-dire  que  les  inégalités  (i)  et  (2)  sontvé- 
rifiées,  la  première  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n,  la  seconde 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  n. 

Notre  deuxième  théorème  consiste  en  ce  que,  si  l'on  suppose  de  plus  que 
l'inégalité  {\)  est,  comme  l'inégalité  (3),  vérifiée  à  partir  d'une  cer- 
taine valeur  de  r,  il  en  résulte  que  l'inégalité  (2)  est,  comme  l'inéga- 
lité (i\  vérifiée  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n  (•). 


Le  premier  théorème. 

Occupons-nous  d'abord  du  premier  théorème;  il  consiste  en  ce  que,  si 
l'ordre  d'infinitude  de  r„  est  déterminé,  la  fonction  ^{z)  est  à  croissance 
régulière;  il  suffit  donc  de  prouver  que,  si  F(z)  n'est  pas  à  croissance 
régulière,  l'ordre  d'infinitude  de  r„  n'est  pas  déterminé. 

Dire  que  F(-s)  n'est  pas  à  croissance  régulière,  c'est  dire  qu'il  existe 
un  nombre  a<  p  tel  que  l'on  ait,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  crois- 
sant indéfiniment, 

(5)  M(/-)  <«'•'; 

le  nombre  p  est  toujours  supposé  tel  que  les  inégalités 

(3)  \¥iz)\<er'^\ 

(4)  M{r)>er'-' 

soient  vérifiées,  quelque  soit  s  donné  d'avance,  la  première  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  /■,  la  seconde  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /-croissant 
indéfiniment.  L'exposant  de  convergence  de  la  suite  des  /■„  est  donc  égal 
à  p,  puisqu'on  suppose  que  l'on  ne  se  trouve  pas  dans  le  cas  d'exception 
de  M.  Picard. 

Soient  r  une  valeur  du  module  de  z  pour  laquelle  l'inégalité  (5)  soit  vé- 
rifiée et  s  un  nombre  fixe  supérieur  à  2;  déterminons  le  nombre  n  par  les 
inégalités 

srn^r<srn+\- 


(')  J'ai    énoncé  pour  la  première  fois  ces  résultats  dans  une   Note  insérée  en 
1898  aux  Comptes  rendus  (t.  CXXVI,  p.  32i);  la  démonstration  est  inédite. 
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On  a  (p.  73),  la  fonction  M(/')  étant  croissante, 

n  log(s  — i)<logM(5r„)<IogM(r)  <r<^  <{sr^+^Y, 

c'est-à-dire 

1 

(6)  r„^.,  >  ^-^^ ^  n'^. 

Cette  inégalité  est  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n  croissant 
indéfiniment.  Or,  e  étant  un  nombre  arbitrairement  petit  donné  à  l'avance, 
elle  entraîne,  pourvu  que  n  soit  assez  grand, 

(7)  /•„+!  >U^-I)^"^ 

Or,  le  nombre  ff  est  inférieur  à  p  ;  on  peut  donc  prendre  t  assez  petit 
pour  que  l'on  ait 

a  p 

Dès  lors  l'inégalité  (7),  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  prouve 
que  l'ordre  d'infinitude  de  /•«  n'est  pas  déterminé,  car,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, on  a  aussi,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n,  l'inégalité  déjà  écrite 

1 
(2)  7■„</^P'^^ 

Notre  premier  théorème  est  donc  démontré. 

Le  deuxième  théorème. 

La  démonstration  du  deuxième  est  un  peu  moins  aisée  ;  il  consiste,  avons- 
nous  dit,  en  ce  que,  si  la  croissance  de  F(^)  est  régulière,  l'ordre  d'infini- 
tude de  /'„  est  déterminé.  Il  nous  suffira  donc  de  prouver  que,  si  l'ordre 
d'infinitude  de  r,i  n'est  pas  déterminé,  la  croissance  de  ¥{z)  n'est  pas 
régulière. 

Nous  supposons,  comme  nous  l'avons  dit,  que  le  nombre  p  n'est  pas  en- 
tier; soit/?  sa  partie  entière;  nous  avons,  par  hypothèse, 

F(.)  =  e<J..n(,-|-).i-5/-Vs, 

1 

le  degré  du  polynôme  Q(^)  étant  au  plus  égal  (•)  à  p. 

Nous  supposons  que  l'ordre  d'infinitude  de /•„  n'est  pas  déterminé;  il 
existe  donc  un  nombre  a  <  p  tel  que  l'inégalité 

1 

(8)  '  rr,>n^ 


(')   Si   ce  degré  dépassait  p,    on    se    trouverait   dans  le  cas   d'exception    de 
M.  Picard,  hypothèse  qui  a  été  exclue. 
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soit  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n.  D'ailleurs,  z  étant  un  nombre 
arbitrairement  petit  donné  d'avance,  l'inégalité 

1 

(9)  ra>nf^ 

est  vérifiée  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n  et  l'inégalité 

1 

(10)  ra<n9^^ 

est  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  «. 

Gomme  on  peut  remplacer  a  par  un  nombre  plus  grand  sans  que  l'iné- 
galité (8)  cesse  d'être  vérifiée,  nous  supposerons  <t  et  e  choisis  de  manière 
que  l'on  ait 

/?<Cr<p  —  £<p-f-£</>-+-I, 

ces  inégalités  excluant  l'égalité  (i).  Le  nombre  s  étant  ainsi  fixé,  il  exis- 
tera un  nombre  fixe  m  tel  que  l'inégalité  (g)  soit  vérifiée  sous  la  con- 
dition 

n  >  ni. 

Nous  voulons  prouver  que  la  fonction  F(z)  n'est  pas  à  croissance  régu- 
lière, nous  savons  déjà  que  son  maximum  M(/')  vérifie,  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  r,  l'inégalité 

M(/-)<e^^^' 
et,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  croissant  indéfiniment,  l'inégalité 

Il  faut  prouver  que  cette  dernière  égalité  ne  peut  pas  être,  quel  que 
soit  £,  vérifiée  pour  toute  valeur  assez  grande  de  r;  en  d'autres  termes,  il 
faut  faire  voir  qvCil  existe  un  nombre  fji  inférieur  à  ^  et  tel  que  l'on 
ait,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  croissant  indéfiniment, 

(n)  M(r)<e'-''. 

Dans  ce  but,  nous  utiliserons  les  inégalités  (8)  et  (g)  que  nous  allons 
récrire,  en  posant,  pour  abréger, 

p  -i-  £  =  T. 

Nous  avons  dit  que  l'inégalité 
(8)  rn>n^ 


(')  L'indétermination  de  l'ordre  d'infinitude  de  r„  résulte  de  ce  que  les  inéga- 
lilés  (8)  et  (lo)  sont  vérifiées  toutes  deux  pour  une  infinité  de  valeurs  de  «, 
a  étant  inférieur  à  p —  e. 
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est  vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  n  et  que  l'inégalité 

(9)  rn>n^ 

est  vérifiée  sous  la  seule  condition 

n  >  m. 

On  a,  d'ailleurs, 

p<  (7  <x  <p-hi 
et 


F(.)=.«i.n('-^)^'^-"" 


il  faut  prouver  qu'il  existe  un  nombre,  [Jt-<  p,  tel  que  l'inégalité  (ti)  soit 
vérifiée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /'  croissant  indéfiniment. 

Désignons  par  h  un  entier  supérieur  à  m  et  tel  que  l'inégalité  (8)  soit 
vérifiée  pour  n  ^  h\  on  a  donc 

Déterminons  le  nombre  k'  par  la  condition 

\_  1 

(i3)  h'^^k"^ 

et  soit  k  la  partie  entière  de  k\  c'est-à-dire  supposons  que  l'on  ait 

k^k'<k-hi. 

Le  nombre  t  étant  supérieur  à  (t,  k'  est  donc  supérieur  à  h;  donc  k  est 
au  moins  égal  à  A;  la  différence  k  —  A  deviendra  d'ailleurs  de  plus  en  plus 
grande  à  mesure  que  h  deviendra  plus  grand,  et  l'on  sait  que  l'inéga- 
lité (12)  est  vérifiée  pour  des  valeurs  de  h  croissant  indéfiniment. 

Nous  allons  chercher  à  tirer  tout  le  parti  possible  de  l'inégalité  (12)  en 
nous  servant  à  la  fois  de  ce  que  r,i  croit  avec  n  et  de  ce  que  l'inéga- 
lité (9)  est  vérifiée  pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  m. 

Pour  m  <,  n  <C  h,  nous  écrirons  l'inégalité 

1 
(9)'  r,i>n^.   ■ 

Pour  Al  n^  A",  l'inégalité  (12)  donne 

1 
(14  )  /■«>A"^. 

Enfin,  pour  n^k-hi,  nous  reprendrons  l'inégalité 

1 

(9)"  ra>n-^, 

car,  d'après  la   manière  dont  le  nombre  k  a  été  choisi,   cette  inégalité 
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devient  alors  plus  avantageuse  que  l'inégalité  (i4)-  Nous  allons  chercher 
à  trouver  une  limite  supérieure  du  module  de  F(^)  en  utilisant  les  inéga- 
lités (9)',  ([4)  et  (9)".  Nous  écrirons  tout  d'abord 

'  -P 

«=  00  z  s 

F(2)=ePWR(^)    JJ    ^_^^/'•    ""^P<, 

«  =  /«  -H  1 

P(^)  étant  un  polynôme  de  degré  p  au  plus  et  R(z)  un  polynôme  de 
degré  m;  le  nombre  s  étant  donné  à  l'avance,  nous  pouvons  prendre  r 
assez  grand  pour  que  l'on  ait 

!ePWR(^)!  <e'-''"''; 

nous  pouvons  donc  faire  abstraction  de  ces  facteurs  et  nous  borner  à 
considérer  le  produit 


'^(^>=n(-i,)^^ 


P"n. 


Désignons  par  5  un  nombre  compris  entre  a  et  x  et  posons 

nous  allons  chercher  le  maximum  du  module  deG(^)pour  \z\=^r;  nous 
poserons 


«  n 


I ]e  P<, 


1 

m  4-1 
h 


Pour  trouver  une  limite  supérieure  des  produits  IIi,  II2,  Ils,  nous  utili- 
serons successivement  les  inégalités  (9)',  (14)  et  (9)". 

Occupons-nous  d'abord  de  U]  ;  on  a,  en  remarquant  que  i -î-  —  est  infé- 

r 

rieur  à  e'"», 

^1    2;-        1    r»  1    /•'^ 

2j H- h...-! 


Ji4 
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et,  en  utilisant  (9)', 

'1— I           _i                   _s 
2   2/-n     ''+lr^n    t+. 

..^'-r>\ 

Il    ■^ 

I  ni  i  <  e-"* 

D'ailleurs 


dx  <  -r  A      '  ; 

1 


en  remplaçant  h  par  r-',  il  vient 

;•         '^        •' -+■ r  ^    +       H /'  ^ 

I  n,  I    <  e~-l  2(T-2l  •■•      p[-Z-p) 

L'exposant   le   plus   élevé  de  /•  est  visiblement  le  dernier;  désignons-le 
par  [Xi,  l'on  a 


et  l'on  peut  écrire,  e  étant  aussi  petit  que  l'on  veut,  pourvu  que  r  soit 
assez  grand  (*), 

1 

Passons  maintenant  à  U<>;  dans  ce  produit,  les  /'„  sont  supérieurs  à  h'^, 
1 

et  comme  /•  =  h^,  on  peut,  quel  que  soit  5  supérieur  à  a,  supposer  h  assez 

grand  pour  qu'ils  soient  supérieurs  à  a/-;  on  a  alors 


h  ""  Il 

d'où,  en  remarquant  que  |  a,j  ]  >  2  |  z  I, 

k       2^ 

n  r 


n,  I  < 


et,  en  utilisant  l'inégalité  (14 )  et  remarquant  que  le  nombre  des  facteurs 
est  inférieur  à  A", 

[Ha  I  <e2^'''^'/'      '  .    ■ 


(  '  )  Il  suffit  pour  cela  de  prendre  h  assez  grand. 
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On  a  d'ailleurs  k  <  k'  =  h"^  el  h  =  /•*  ;  il  vient  donc 

1  02  1<  e'-'^- ', 


en  posant 


SX  P  -T"  I  /  M    - 


On  obtiendra  de  même 

2  »P+'  2j    

I  Ils  !  <  e  "    ; 

or,  d'après  (9)", 

Â--+-1  Â  +  1  ''  I  — — 

donc 

|n3|<e'-^^^-\ 

en  posant  ('  ) 

/  /)-t-l\    ST 


Si  donc  nous  désignons  par  p.  le  plus  grand  des  nombres  \±x  et  (jlî,  il 
vient 

et  quelque  petit  que  soit  s  donné  d'avance,  cette  inégalité  est  vérifiée 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  croissant  indéfiniment,  z  pouvant  prendre 
toutes  les  valeurs  de  module  r.  Gela  revient  à  dire  que  l'on  a,  pour  ces 
valeurs  de  /•, 

M(r)<e'-''-^\ 

Il  suffit  maintenant  d'observer  que  [x  est  inférieur  à  t  =  p  -h  e  et  peut, 
par  suite,  être  supposé  inférieur  à  p  (à  condition  que  e  ait  été  pris  assez 
petit),  pour  que  notre  proposition  soit  démontrée  :  F(;5)  n'est  pas  à 
croissance  régulière. 

On  peut  préciser  un  peu  plus  ce  résultat  en  récrivant  les  valeurs  de  (jli 
et  de  [1.2  ;  on  a 

(Xi  =  T  — (X— /J)(^l   -^j, 


(')  Nous   remplaçons   k  par  A' =/•"■;   cette   approximation   est  légitime   car 
A-  ^  A'  <  A:  + 1  et  A:  est  aussi  grand  que  l'on  veut. 


It6 

Comme  l'on  a 


p<<7  <S<Z  <jO  +  l, 


les  inégalités  excluant  l'égalité,  les  valeurs  de  [O-i  et  de  [j.^  sont  bien  toutes 
deux  inférieures  à  x;  [jl  est  donc  inférieur  à  t. 

Mais  [i-i  et  [J1.2  dépendent  du  nombres,  arbitraire  sous  la  seule  condition 
d'être  compris  entre  u  et  t;  lorsque  s  varie,  [ii  varie  dans  le  même  sens 
et  p.2  en  sens  inverse;  on  obtiendra  donc  la  valeur  la  plus  avantageuse 
de  \i  (c'est-à-dire  la  plus  petite  possible)  en  déterminant  s  de  manière 
que  l'on  ait  [Xi  =  ^i^;  la  valeur  de  s  obtenue,  on  calcule  celle  de  [Ji. 

Sans  discuter  ce  résultat,  remarquons  que  si  t  est  très  voisin  de  p  ou 
dejo-f-i,  [Jii  et  [JI2  sont  respectivement  très  voisins  de  1;  d'ailleurs  [i  est 
toujours  supérieur  à  a  (»). 

Conclusion. 

L'étude  complète  de  la  croissance  de  M(/'),  dans  le  cas  où  l'ordre  d'infi- 
nitude  de  r^  n'est  pas  déterminé,  paraît  très  difficile.  La  grande  difficulté 
est  la  suivante  :  dire  que  l'ordre  d'infinitude  de  /•„  n'est  pas  déterminé 
c'est  dire  que  le  mode  de  croissance  de  r„  ne  peut  pas  être  défini,  même 
à  une  première  approximation,  par  comparaison  avec  les  fonctions  n^;  il 
est  nécessaire  d'introduire  de  nouvelles  fonctions  croissantes,  qui  peuvent 
être  de  nature  tout  à  fait  arbitraire.  Essayer  de  faire  une  théorie  complète 
sans  préciser  la  nature  de  ces  nouvelles  fonctions,  c'est-à-dire  en  se  bor- 
nant à  la  considération  des  fonctions  n^,  c'est  chercher  à  mesurer  une 
quantité  au  moyen  d'une  quantité  qui  ne  serait  pas  de  même  nature  :  cela 
est  manifestement  impossible  {^). 

Il  faudrait,  si  l'on  voulait  étudier  le  cas  où  l'ordre  d'infinitude  de  r„ 
n'est  pas  déterminé,  commencer  par  définir  exactement  les  modes  de  crois- 
sance de  r„  et  étudier  en  détail  chacun  de  ces  modes;  ce  que  l'on  pourrait 
essayer  de  faire,  ce  serait  de  classer  ces  divers  modes  en  familles  que  l'on 
étudierait  ensemble  (^).  Heureusement,  les  résultats  que  nous  venons 
d'obtenir,  quoique  très  particuliers  en  apparence,  sont  au  contraire  très 


(')  On  peut  déduire  ces  résultats  de  la  formule  aisée  à  établir 


T  —  \l  p  -h  l  —  T  T  —  p 

(-)  Dans  la  Note  suivante,  nous  parlerons  des  fonctions  à  croissance  irrégulière, 
précisément  pour  bien  montrer  quelle  est  la  nature  des  difficultés  qui  se  pré- 
sentent. 

(^)  Par  exemple,  on  pourrait  chercher  à  comparer  entre  elles  les  fonctions  M(r) 
correspondant  à  des  suites  r,,  dont  les  modes  de  croissance  seraient  comparables 
entre  eux  d'une  manière  simple  ;  il  serait  sans  doute  intéressant  de  développer 
cette  indication. 
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généraux  au  point  de  vue  pratique,  car  les  fonctions  entières  que  l'on 
rencontre  naturellement  sont  généralement  à  croissance  régulière.  Cette 
importance  particulière  du  mode  de  croissance  exponentiel  parait 
tenir  à  des  causes  très  prof  ondes  et  aura,  sans  doute,  dans  l'avenir, 
des  conséquences  importantes.  J'ai  déjà  développé  cette  idée  à  plusieurs 
reprises  et  cherché  à  la  confirmer  par  des  faits  ;  les  théorèmes  qui  vien- 
nent d'être  démontrés  y  contribuent  pour  leur  part  (*)  et  rapprochent  le 
moment  où  il  sera  possible  d'exposer  la  notion  de  croissance  régulière  à 
sa  vraie  place,  au  début  de  la  Théorie  des  fonctions. 

Rappelons  en  terminant  que  nous  avons  exclu  le  cas  où  le  nombre  p  est 
entier;  il  est  clair  qu'il  faut  alors  tenir  compte  de  la  possibilité  du  cas 
d'exception  de  M.  Picard.  Il  est  probable  que  le  second  théorème  prend 
alors  la  forme  suivante  : 

Soient  ¥{z)  une  fonction  à  croissance  régulière  et  p  son  ordre; 
soient  ^{z)  et  Oi(z)  des  fonctions  entières  d'ordre  apparent  inférieur 
à  p;  l'on  considère  les  zéros  an  de  la  fonction 

o(^)F(^)  +  <p,(z), 

l'ordre  d'infinitude  de  rn^=  \<^n\  ^st  déterminé,   sauf  au  plus  pour 

une  valeur  particulière  du  rapport  —, — r*  D'ailleurs  il  résulte  manifes- 

(p(z) 

tement  des   résultats   antérieurs   que   cet  ordre  d'infinitude,  lorsqu'il  est 

déterminé,  est  égal  à  -• 
P 

Mais  il  y  aurait  lieu  de  démontrer  le  théorème  qui  vient  d'être  énoncé; 
c'est  là  un  sujet  de  recherches  qui  peut  être  abordé  avec  confiance,  car 
si,  contre  toute  attente,  l'énoncé  n'est  pas  exact  sous  la  forme  même  que 
nous  lui  avons  donné,  il  n'est  certainement  pas  besoin  de  le  modifier 
beaucoup. 

Mais,  malgré  cette  lacune,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  lorsque  l'on 
a  une  fonction  entière  d'ordre  (ou  de  genre)  fini,  la  question  de  savoir  si 
sa  croissance  est  régulière  est  plus  importante  que  la  détermination  même 
de  l'ordre  :  c'est  le  premier  problème  que  l'on  doit  aborder,  de  même  que 
l'analyse  qualitative  doit  précéder  l'analyse  quantitative. 

Récemment,  M.  Painlevé  a  formé  des  équations  différentielles  algé- 
briques admettant  comme  intégrales  des  fonctions  entières  nouvelles,  c'est- 
à-dire  ne  se  réduisant  pas  à  des  combinaisons  de  fonctions  connues.  Le 
problème  se  pose  dès  lors  d'étudier  ces  fonctions  entières,  qui  vérifient 


(  '  )  Signalons  aussi  un  résultat  fort  intéressant,  dû  à  M.  E.  Lindelôf,  au  sujet  des 
fonctions  réelles  définies  par  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  {Bul- 
letin de  ta  Société  mathématique  de  France;  1899).  Nous  aurons  sans  doute 
l'occasion  d'y  revenir  pour  en  faire  ressortir  l'importance  au  point  de  vue  qui 
nous  occupe  ici. 
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des  équations  différentielles  fort  simples.  Dans  cette  étude,  la  première 
question  à  résoudre  est  la  suivante  :  La  croissance  de  ces  fonctions  est- 
elle  régulière?  Il  est  d'ailleurs  très  probable  qu'elle  se  résoudra  par 
l'affirmative;  dans  le  cas  contraire,  on  aurait  des  types  de  croissance 
nouveaux,  obtenus  d'une  manière  naturelle.  Ces  types  de  croissance 
devraient  être  étudiés  à  côté  du  type  exponentiel;  il  ne  serait  plus  dès  lors 
possible  de  dire  que  celui-ci  est  seul  important  en  Analyse;  il  resterait 
cependant  le  plus  important. 


NOTE  III. 


LES    FONCTIONS    A    CROISSANCE     IRREGULIERE. 


I/importance  des  fonctions  à  croissance  irrégulière  est  beaucoup  moins 
grande,  au  point  de  vue  des  applications,  que  celle  des  fonctions  à  crois- 
sance régulière  :  ce  sont  ces  dernières  que  l'on  a  jusqu'ici  exclusivement 
rencontrées.  Il  n'est  cependant  pas  inutile  de  dire  quelques  mots  des  pre- 
mières, ne  serait-ce  que  pour  montrer  combien  leur  étude  est  plus  com- 
pliquée et  combien  par  suite  il  est  désirable,  lorsque  qu'une  fonction 
entière  est  définie  par  un  procédé  quelconque,  de  savoir  démontrer  que 
sa  croissance  est  régulière. 

Nous  nous  bornerons  à  énoncer  des  résultats;  les  méthodes  développées 
dans  ce  Livre  et  dans  les  divers  Mémoires  auxquels  nous  avons  renvoyé 
fournissent  aisément  les  démonstrations. 

Remarquons  d'abord  que  l'expression  croissance  régulière  (ou  irrégu- 
lière) suppose  un  terme  de  comparaison  supposé  régulier  par  définition  : 
ce  terme  de  comparaison  est  la  fonction  exponentielle  et  les  fonctions  qui 
s'en  déduisent  par  des  combinaisons  simples.  A  priori,  on  aurait  pu 
prendre  tel  autre  terme  de  comparaison  que  l'on  aurait  voulu,  par  exemple 
la  fonction  ■m{x').  dont  il  sera  question  tout  à  l'heure.  Deux  raisons  cepen- 
dant pouvaient  pousser  à  choisir  la  fonction  exponentielle  :  d'abord  les 
relations  simples  avec  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers  des  coeffi- 
cients de  son  développement  de  Taylor  et  des  racines  de  l'équation 
obtenue  en  l'égalant  à  une  constante;  ensuite  le  fait  que  c'est  la  fonction 
entière  la  plus  simple  dépourvue  de  zéros  (i).  Aussi  ne  doit-on  pas  être 


(')  On  peut  remarquer  que  cette  dernière  propriété  conduirait  nécessairement 
à  considérer  la  fonction  &■,  en  partant  de  la  théorie  purement  géométrique  des 
fonctions  analytiques  (définies  comme  réalisant  une  représentation  conforme).  Si 
l'on  se  place  à  ce  point  de  vue,  on  peut  remarquer  que  les  notions  du  déplacement 
dans  le  plan  et  de  l'égalité  des  angles,  données  a  priori,  suffisent  pour  définir  &■ 
comme  fonction  entière  dépourvue  de  zéro,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir  la 
notion  de  nombre  entier.  Dès  lors,  si  l'on  suppose  que  l'on  a  la  notion  de  nombre 
ordinal,  mais  non  celle  de  nombre  cardinal,  cette  dernière  s'imposera  nécessaire- 
ment lorsque  l'on  étudiera  la  distribution  dans  le  plan  des  zéros  de  la  fonction 
e- —  c.  Ce  fait  nous  a  paru  assez  curieux  pour  mériter  d'être  mentionné  en  passant. 
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étonné  que  ce  choix  se  trouve  justifié  a  posteriori  par  l'étude  des  appli- 
cations. 

Nous  nous  bornerons  aux  fonctions  de  genre  fini;  un  principe  analogue 
à  celui  de  l'homogénéité  du  continu  montrerait  aisément  que  c'est  là  une 
restriction  sans  grande  importance;  les  difficultés  réelles  sont  aussi  consi- 
dérables, si  l'on  veut  aller  au  fond  des  choses. 

Une  première  remarque  intéressante  est  la  suivante  :  l'irrégularité  de  la 
croissance  du  module  maximum  M(/')  d'une  fonction  entière  ne  peut  pas 
être  quelconque.  On  verra  très  aisément  que  l'on  peut  trouver  une  fonc- 
tion positive  croissante  0(r)  inférieure  à  e^  pour  toute  valeur  de  /%  et  dont 
la  dérivée  ^\r')^  bien  que  toujours  continue,  soit,  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  r  croissant  indéfiniment,  supérieure  à  toute  fonction  posi- 
tive croissante  donnée  à  l'avance.  Lorsque  l'on  donne  une  telle  fonction 
0(/'),  il  n'existe  pas  de  fonction  entière  telle  que  M(;')  =  6(r).  Il  y  aurait 
lieu  de  rechercher,  étant  donnée  une  fonction  positive  croissante  6(r), 
quelles  conditions  elle  doit  remplir  pour  qu'il  existe  une  fonction  entière 
telle  que  son  module  maximum  M(/-)  soit  du  même  ordre  de  grandeur  (*) 
que  6(/-). 

Il  est  cependant  possible  de  former  des  fonctions  entières  dont  la  crois- 
sance présente  des  irrégularités  considérables.  Indiquons,  par  exemple, 
comment  on  formera  une  fonction  "nsiz)  dont  le  module  maximum  M(r) 
soit,  dans  une  infinité  d'intervalles  d'étendue  aussi  grande  qu'on  veut,  très 
voisin  de  e'"  et,  dans  une  infinité  d'intervalles  d'étendue  aussi  grande  qu'on 
veut,  très  voisin  de  e''. 

Désignons  par  ^{x)  une  fonction  positive  croissante  assujettie  à  la  seule 
condition  de  croître  plus  vite  que  e*^"";  on  peut  même  prendre  si  l'on  veut 
^{x)  =  e^'.  Posons 

e^  —  I.anZ", 

et   définissons  les   constantes  c,i  par  les  conditions   suivantes,  dans   les- 
quelles k  est  un  entier  quelconque  : 

(f(ik        )ln  <  0(2^ -+- i);         Cn=  an, 

9(2A--hl)|  n  <  (J)(2/c +2);  Cn=bn. 

En  posant 

m{z)  =  I.c,iZ'\ 

la  fonction  m{z)  satisfait,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  aux  conditions 
indiquées  plus  haut;  il  existe  une  infinité  d'intervalles,  que  nous  appelle- 


(')  On  entendra,  par  exemple,  par  là,  que  quelque  petit  que  soit  le  nombre  s 
donné  d'avance,  on  a,  pourvu  que  r  soit  assez  grand, 

[M(r)]'--<e(/-)  <  [M(r)]'+'. 

Cette  définition  pourrait  d'ailleurs  èli-e  variée  suivant  les  besoins  des  applications. 
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rons  intervalles  de  première  espèce,  et  dont  l'étendue  croît  indéfiniment, 
dans  lesquels  la  fonction  M{r)  correspondant  à  Trs{z)  est  inférieure  à 
e'''"^^  e  étant  un  nombre  arbitrairement  petit  donné  d'avance;  il  existe  de 
même  \\ne'\x\ïim\.é  à' intervalles  de  seconde  espèce,  dans  lesquels  M(r)est 
inférieur  à  e'"'"'. 

D'après  les  conventions  antérieures  on  doit  dire  que  l'ordre  apparent 
de  TJ5{z)  est  égal  à  deux;  si  l'on  voulait  exprimer  les  propriétés  que  nous 
venons  d'énoncer  on  pourrait  ajouter  que  cet  ordre  apparent  est  indéter- 
miné entre  un  et  deux,  la  loi  de  l'alternance  étant  réglée  par  la  fonction 
<p(a7).  Mais  nous  indiquons  seulement,  en  passant,  cette  manière  de  s'ex- 
primer, qu'il  ne  paraît  pas  utile  d'introduire  au  moins  pour  le  moment. 

Relativement  aux  zéros  de  nT(-s),  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  leurs 
modules  forment  une  suite  dont  l'exposant  de  convergence  est  égal  à  deux  : 
si  l'on  désigne  par  /•„  le  module  du  n'^""^  zéro,  l'ordre  d'infinitude  de  r„ 

n'est   pas  déterminé,   il   est  compris  entre  i  et  -  ;  dans  les  intervalles  de 

première  espèce  r„  est  supérieur  à  n^-^  et  dans  les  intervalles  de  seconde 

I 
espèce  /'„  est  intérieur  a  n^ 

On  démontrera  aussi  pour  m{z)^  une  fois  ses  zéros  connus,  un  théorème 
analogue  au  second  théorème  de  M.  Hadamard  ;  dans  les  intervalles  de 
première  espèce  on  trouvera  des  couronnes  à  l'intérieur  desquelles  le 
module  de  la  fonction  est  supérieur  à  e-''^''  et  dans  les  intervalles  de 
seconde  espèce  des  couronnes  à  l'intérieur  desquelles  le  module  de  la  fonc- 
tion  est  supérieur  a  e-'' 

On   prouvera  ainsi  que  Von  peut  trouver  une   infinité  de  cercles  de 

..y..                     .                         ,             ,,                          nj(^) 
rayons   inaejiniment  croissants    sur   lesquels   le   rapport —     est 

Z  Tjy yZ ) 

aussi  petit  que  l'on  veut;  on  ne  peut  pas  conclure  de  là  que  la  fonction 
est  de  genre  un,  comme  il  pourrait  sembler  que  certains  auteurs  l'ont  pensé. 

Nous  arrêtons  là  ces  remarques  que  l'on  pourrait  multiplier  aisément; 
on  constatera  aussi  sans  peine  que  le  procédé  qui  nous  a  permis  de 
former  la  fonction  ^{z)  est  d'un  emploi  très  général  et  qu'il  est  pos- 
sible, par  suite,  de  former  des  fonctions  entières  à  croissance  extrême- 
ment irrrégulière  et  s'éloignant  de  plus  en  plus  du  type  exponentiel. 

Il  n'est  cependant  pas  inutile  d'observer  que,  en  fait,  les  modes  de  crois- 
sance seront  toujours  liés  à  celui  de  la  fonction  exponentielle.  En  effet, 
nous  ne  connaissons  primitivement  que  des  fonctions  dont  le  mode  de 
croissance  est  exponentiel;  si  nous  choisissons  deux  d'entre  elles,  par 
exemple  e~  et  e=',  nous  pourrons  en  les  combinant  comme  plus  haut  en 
déduire  une  fonction  irrégulière  Tn{z).  Mais  la  loi  de  l'alternance  est  néces- 
sairement définie  par  une  fonction  croissante,  que  nous  avons  appelée  <^{x)  ; 
nous  devrons  prendre  pour  ©(a?)  une  fonction  à  croissance  exponentielle  (*). 

(')  Nous  donnons  ici  à  ces  mots  un  sens  un  peu  plus  général  que  plus  haut; 
nous  y  comprenons  les  fonctions  que  l'on  déduit  de  e-'  par  l'itération. 
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Nous  obtenons  ainsi  la  fonction  w{x)  dont  on  peut  dire  qu'elle  oscille  sui- 
vant une  loi  exponentielle  entre  deux  modes  exponentiels.  On  peut 
former  une  infinité  de  fonctions  de  la  même  nature  que  xss{x)  et  les  com- 
biner entre  elles  pour  former  des  fonctions  plus  compliquées  :  on  s'éloi- 
gnera de  plus  en  plus  des  types  exponentiels,  mais  les  fonctions  obtenues 
pourront  toujours  être  rattachées  à  ce  type  par  des  détours  plus  ou  moins 
compliqués;  elles  n'en  différeront  pas  complètement. 

D'autre  part,  si  l'on  définit  une  fonction  entière,  soit  par  la  loi  de  ses 
coefficients,  soit  par  celle  de  ses  zéros,  on  obtiendra  les  types  de  crois- 
sance analogues  à  ceux  d'où  l'on  sera  parti,  C'est  donc  une  question  qui  se 
pose  de  savoir  s'il  est  possible  de  définir  (^)  une  fonction  entière  dont  le 
type  de  croissance  soit  entièrement  distinct  du  type  exponentiel. 

On  pourrait  songer,  pour  cela,  à  des  lois  arithmétiques;  une  des  pre- 
mières idées  qui  se  présente  consiste  à  utiliser  la  suite  des  nombres  pre- 
miers ;  mais  il  résulte  des  recherches  de  Riemann  que  la  distribution  de 
ces  nombres  est  intimement  liée  à  une  fonction  entière  ^(^)  qui  appar- 
tient au  type  exponentiel.  Ce  n'est  donc  pas  là  que  nous  pouvons  trouver 
des  types  nouveaux,  au  moins  en  nous  bornant  aux  premières  approxi- 
mations. Mais  nous  devons  nous  contenter  de  ces  indications  sur  cette 
importante  question  des  types  de  croissance,  sur  laquelle  nous  espérons 
pouvoir  revenir  un  jour. 


(  ^  )  Nous  disonô  qu'une  fonction  est  définie  lorsque  sa  valeur  numérique,  pour 
une  valeur  donnée  de  z,  peut  être  calculée  avec  une  approximation  donnée 
d'avance. 
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